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、 内 容 提 要 


本 书 是 一 部 天 体力 学 领域 的 基础 论著 ,是 南京 大 学 天 交 系 计划 编著 出 版 的 天 体力 学 从 书 的 第 二 部 (第 一 
部 & 天 体力 学 基础 y 已 于 1994 年 出 版 )。 书 中 对 近代 天 体力 学 中 所 果 用 的 基本 方法 ,诸如 分 析 方 法 (又 称 壮 遍 摄 
动 法 ?中 的 摄 动 法 .平均 法 和 变换 方法 ,数值 方法 (又 称 特 别 摄 动 法 ?中 的 单 步 法 .多 步 法 和 哈密 顿 算法 ( 亦 称 辛 
算法 ), 以 及 各 种 摄 动因 察 的 处 理 和 胃 道 改进 等 ,都 作 了 详尽 的 论述 和 系统 的 介绍 。 队 此 之 外 ,为 了 保持 本 书 
具有 一 定 的 独立 性 ,便于 读者 阅读 , 书 中 对 无 报 运 动 和 党报 运动 的 概念 等 天 体力 学 基础 知识 也 作 了 必要 的 阅 
述 ， 

本 书 可 作为 天 文 和 数学 .应 用 数学 .计算 数学 、- 般 力学 .航天 和 测绘 等 专业 高 年 级 天 学 生 学 习 罗 道 力 学 
的 基础 教材 ,也 可 作为 研究 生 和 有 关 科 技 人 员 的 参考 书 。 
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这 部 《天 体力 学 方法 3 首 在 为 实际 应 用 提供 广泛 的 基础 指导 ,内 容 的 介绍 和 编排 都 羡 可 能 
便于 计算 工作 ,其 自 的 不 止 是 一 部 计算 手册 ,更 重要 的 是 从 基本 原理 出 发 ,对 论 及 的 课题 作 必 
要 的 逻辑 推导 ,并 试图 阐明 采用 这 些 过程 的 缘由 ,从 而 为 读 背 进 - - 步 开 展 独 立 研究 打下 基础 。 

天 体 力学 问题 的 研究 既 生 以 像 数 学 那 樟 作为 一 种 思维 的 训练 ,从 而 获得 对 历 理 和 形式 思 
辑 关系 的 普遍 了 解 ,又 可 以 从 实用 角度 进行 研究 和 解决 具体 问题 。 前 者 当然 不 可 忽视 ,而 后 并 
正 是 本 书 内 等 侧 重 的 方面 。 因 此 , 书 中 将 主要 阐述 近代 天 体力 学 问题 中 的 一 些 重要 方法 ,包括 
分 析 方 法 和 数值 方法 以 及 必要 的 定性 讨论 。 

阅读 本 书 应 具备 一 定 的 天 文 知识 和 天 体力 学 ,理论 力学 以 及 微 积 分 学 基础 。 此 外 ,为 了 对 
某 些 推导 能 够 彻底 昔 解 ,还 需要 掌握 线性 代数 . 常 秩 分 方程 和 概率 统计 (估计 理论 ;等 领域 的 有 
关 知 识 ， 

鉴于 这 本 书 的 日 的 ,其 内 容 具 体 安排 大 致 分 为 如 下 几 个 部 分 ; 

1. 绪论 和 第 一 音 的 基本 内 容 是 阐明 天体 力学 问题 的 具体 缘 景 和 相应 数学 模型 的 建立 , 即 
常用 的 受 报 力学 条 统 ,特别 是 受审 一 体 问 题 的 数学 模型 .具体 介绍 受 所 系统 中 运动 天 体 的 参考 
辑 道 (包括 .二 体 问 题 等 可 积 情况 ?对 应 的 分 析 解 。 

2. 第 二 章 . 第 二 章 、 第 六 章 和 第 七 章 的 内 容 是 介绍 天 体力 学 门 题 分 析 解 的 经 典 摄 动 法 、 改 
进 的 摄 动 法 ( 邯 平 均 概 数 法 ?和 变换 方法 ,过 去 常 称 为 普遍 摄 动 {general perturbation) i. 其 中 
第 六 章 和 第 七 章 的 - 节 是 介绍 这 些 方法 中 出 现 的 奇 点 问题 及 相应 的 运动 特征 和 解决 方法 。 

3 第 四 章 和 第 五 章 是 介绍 当今 天 体力 学 问题 中 各 种 天 体 ( 包 括 人 洁 天 体 ) 运 动 可 以 昌 结 
为 受 摄 .- 体 问题 时 所 涉及 的 几 种 主要 摄 动 因素 及 其 处 理 方法 ,为 解决 这 类 具体 问题 打下 必 备 
的 基础 。 

4. 第 八 章 和 第 九 章 是 介绍 求解 受 摄 运动 方程 时 常用 的 数值 方法 , 即 特别 报 动 (special 
perturbation) 法 ,其 内 容 并 不 单纯 是 通常 求解 党 微分 方程 数值 解法 的 重复 ‘ENERE 
方程 的 特点 以 及 近年 来 引起 注意 的 辛 算法 (symplectic algorithn)。 辛 算法 是 针对 哈密 顿 
CHamiton) 系 统 的 , 亦 称 哈 密 顿 算法 ,对 于 天 体力 学 和 动力 天 文中 的 “演化 "问题 ,采用 该 方法 
具有 独特 的 优点 。 

5， 第 汗 章 是 介绍 天 体力 学 定量 问题 中 最 重要 的 一 个 内 容 “- 多 资料 统计 定 罗 , 即 轨道 改 
进 。 

及 内 容 的 安排 可 以 看 出 ,虽然 书 名 是 天 体力 学 方法 ,但 对 非 天 体力 学 专业 的 学 生 . 完 全 可 
以 作为 学 习 加 道 力 学 的 基础 教材 。 

书 中 公式 和 符号 较 多 ,同一 符号 在 不 同 公式 中 可 能 有 不 同 含义 。 另 外 ,为 了 语言 上 的 需要 ， 
同一 明 ( 或 方法 ) 在 不 同 之 处 可 能 有 不 同名 称 。 然 而 ,对 于 最 常用 的 种‘ 如 轨道 根 数 等 ), 将 尽量 
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保持 用 同一 符号 表示 ,而且 采 用 本 学 科 领 域 中 习惯 采用 的 符号 ,便于 读者 查 冰 有 关 原 始 文献 ， 

本 书 是 根据 南京 大 学 天 文系 30 多 年来 开设 的 有 关 课 程 的 教材 和 研究 工作 积累 的 资料 滞 
写成 ,1993 年 3 月 完成 初稿 。 初 稿 完 成 后 正 值 作者 去 美国 访 间 , 借 此 机 会 ,对 美国 大 学 有 关 专 
业 的 天 体力 学 .轨道 力学 以 及 有 有关 教 材 和 专著 作 了 较 详 尽 的 了 解 ,在 此 基础 上 对 初稿 又 作 『 c 
些 必 要 的 修改 ,于 1995 年 5 月 完稿 .另外 ,近年 来 . 鹿 新 浩 博士 在 这 ”方面 的 教学 与 科研 工作 ， 
也 为 本 书 的 完稿 提供 了 有 益 的 帮助 ,在 此 表示 衷心 的 感谢 。 
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无 论 是 太阳 系 还 是 恒星 系统 ( 密 近 双星 ,星团 等 ), 或 星系 系统 ,作为 天 体力 学 所 讨论 的 对 
象 , 包 括 上 述 各 系统 中 单个 天 体 或 一 个 天 体系 统 的 运动 规律 。 在 一 定 条 件 下 ,这 些 天 体 都 可 看 
成 质点 ,这 就 对 应 最 简单 的 六 体 横 型 ,也 是 天 体力 学 问题 所 采用 的 一 个 经 典 模型 。 

在 一 个 天 体系 统 中 ,N 个 天 体 又 往往 包含 4 TOC ARI E RREN nO. EP k T 
小 天 体 相对 = 个 大 天 人 悚 而 言 小 到 对 后 者 运动 没有 影响 (确切 地 说 影响 是 存在 的 ,只 是 该 影响 从 
定量 或 定性 的 角度 来 看 ,小 到 无 需 考虑 )。 但 点 个 小 夫 体 之 间 可 能 相 婢 较 近 ,它们 之 间 的 相互 作 
用 应 予 考虑 ,这 就 构成 了 限制 性 "十 & 体 问题 ,特别 当 六 一 3 一 2 一 1* 即 通常 所 说 的 限制 性 
三 栖 问题 ,例如 太阳 系 中 赤 阳 和 九 大 行星 即 构成 一 个 10 栖 问 题 (N= 二 10), 而 太阳 , 木 尾 和 小 行 
星 ( 处 于 火 插 和 木星 轨道 间 的 主 带 小 行星 ) 这 三 体系 统 就 构成 一 个 N==2 十 1 的 限制 性 三 体 问 
题 ; 窗 近 双星 及 其 之 间 交 换 的 物质 (看 成 小 天 体 } 亦 可 看 成 限制 性 三 体 问 题 ;太阳 、 木 星 和 木星 
的 四 颗 伽 里 略 (Galitean) 卫 星 即 构成 一 个 N= 二 2 十 4 的 限制 性 (2 十 9) 体 问题 。 

所 有 的 天 体 都 并 非 质 量 分 布 均匀 的 球体 ,在 自转 平衡 条 件 下 ,通常 为 扁 球体 ,而 且 还 有 潮 
水 形变 ,如 各 大 行星 。 相 应 的 引力 场 与 球形 引力 场 有 明显 的 差别 ,在 讨论 自然 卫星 和 人 计 卫 星 
绕 大 行星 运动 时 ,由 于 另 离 较 近 ,必须 考虑 非 球形 效应 , 即 大 行星 与 其 卫星 构成 的 不 是 一 个 简 
单 的 二 体系 统 , 在 该 系统 中 ,还 有 非 球形 引力 摄 动 存在 ,相当 于 一 个 限制 性 三 体 问题 ;大 行星 
《作为 质点 )》、 非 球形 部 分 和 作为 小 天 体 前 卫星 。 除 非 球形 影响 外 ,还 有 辆 射 压 ( 简 称 光 压 ) 作 用 ， 
如 和 人造 地 球 卫星 的 运动 ,就 赤 受 到 太阳 光 压 力 欧 影响 ;在 密 近 双星 系统 中 ,辐射 压 也 是 非常 显 
著 的 。 上 述 各 力学 因 案 都 属于 保守 力 范畴 ,也 是 经 典 天 体力 学 考虑 的 主要 内 容 。 事 实 上 上, 耗 散 
因素 元 乎 在 各 种 层次 的 天 体系 统 中 都 存在 ,人 告 地 球 卫 星 ( 特 别 是 近 地 卫 星 ) 的 运动 就 性 一 个 
典型 的 例子 ,地 球 大 气 的 阻尼 影响 相当 明显 。 

随 着 观测 精度 的 提高 ,广义 相对 论 效 应 必须 考 虚 ,作为 牛顿 (Newton) 框 架 下 的 天 体力 学 ， 
天 体 运 动 方程 中 ,将 要 增加 后 牛顿 (Post-Newton) 项 。 

综 上 所 述 ,各 层次 的 天 体系 统 , 从 动力 学 角度 来 看 都 比较 复杂 ,一 个 简单 的 质点 一 体 问题 
事实 上 是 不 存在 的 。 严 格 地 说 ,质点 型 的 只 体 问 题 亦 与 真实 天 文 背景 有 距离 .但 是 在 -… 定 条 件 
下 ,可 以 用 简化 的 动力 模型 来 描述 真实 的 天 栖 背 景 ,而 且 这 样 做 确 是 有 效 的 ,无 论 从 定量 或 定 
性 角度 来 看 都 是 有 意义 的 。 

















二 、 受 摄 力学 系统 的 建立 


尽管 动力 模型 很 复 淋 ,但 大 多 数 天 体系 统 都 有 一 个 共同 特征 :对 于 运动 天 体 ( 邵 所 要 讨论 
的 天 体 ) 而 言 , 它 在 该 系统 中 所 受到 的 各 种 力学 作用 ,只 有 一 “项 "是 主要 的 ,其 它 作用 相对 较 
小 ,。 因此 ,可 以 将 这 样 的 系统 处 理 成 一 个 受 搬 二 体系 统 , 例如 :太阳 、 地 妹 . 木 星 三 体系 统 , 讨 论 
地 球 识 木星 (作为 运动 天 体 ) 的 运动 时 ,太阳 引力 蚌 主 要 的 ,这 就 可 以 构成 -个 受 摄 二 体 问题 ， 
中 心 引力 天 体 是 厂 阳 ,运动 天 体 是 两 个 行星 之 ~…, 而 男 一 个 即 为 摄 动 天 体 。. 再 如 ,讨论 信 造 卫 蛙 
绕 地 球 运 动 时 ,也 是 一 个 典型 的 受 摄 二 体系 统 ,作为 质点 的 地 球 ( 即 质量 分 布 均匀 的 球体 ) 是 该 
系统 的 中 心 引力 体 , 其 引力 作用 是 主要 的 ,而 非 球 形 部 分 对 应 的 修正 项 即 为 摄 动 体 ， 

考 卡 一 个 可 以 归结 为 受 摄 二 体 问 题 的 体系 统 ,相应 
的 各 天 体 的 质量 分 别 记 作 mi (mio tamus DR RE MS 
m 作为 该 系统 的 中 心 天 体 , 且 记 M=m JFR AAE 
系 计 -zyz( 风 图 1), 笛 标 洒 点 即 中 心 天 体 好 的 质心 .如 果 n 
个 天 体 均 可 看 成 质点 , 则 各 天 体 mi Gm 2.8 nO ERE 
DRE M 的 运动 方程 为 








= 一 Cr 一 DN An Di m 
Ag7—ri—r, (2) 
方程 (1) 中 的 G 是 万 有 引力 常数 。 
对 于 受 报 一 体 问题 一般 MO PAAR Mess 
mM C=2,3, 8) (3) 
如 太阳 系 中 大 限 和 大 行星 组 成 的 放学 系统 | 


nÆ 【天 《4) 
如 月 球 绕 地 球 运动 考虑 太阳 摄 动 时 ,人 造 卫 星 绕 地 球 运动 考虑 太阳 摄 动 时 , 即 如 此 .当然 ,也 有 
同时 满足 上 述 两 个 条 件 的 ,满足 上 述 条 件 时 ,运动 方程 (1) 右 端的 第 一 项 比 第 二 太 项 大 得 多 . 若 
将 这 两 项 分 别 记 作 Fe 和 户 , 则 方程 届 ) 可 写成 下 判 形式 ， 
m=FotF 6-2,3.99.0 (5) 
并 有 


FISO), eK) (6) 
ü 


F 即 称 为 摄 动力 ( 实 为 摄 动 加 速度 )。 如 果 在 该 体系 统 中 ,还 存在 其 它 力 学 因素 , 且 对 m 运 
动 的 影响 亦 相 对 较 小 ,同样 称 为 摄 动因 素 ,仅仅 使 F 增加 一 些 内 容 , 只 不 过 各 种 摄 动 因素 的 性 
质 可 能 大 不 相同 ,并 不 局 限于 方程 人 17? 右 端 第 二 大 项 那 种 保守 力 。 

对 于 上 述 受 摄 二 体 问 题 ,一 个 很 好 的 近似 是 考虑 6-0 的 情况 ,此 时 有 


BF CMtm), (7) 


Y, 
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《5 的 :个 近似 (在 摄 动 解 中 , 称 它 为 零 阶 近似 ) ,并 可 以 此 解 作为 参 普 解 , RRE AR OH 
完整 解 。 

当然 ,在 具体 处 理 复 杂 力 学 系统 (5) 时 ,首先 令 es 一 0, 甫 二 体 门 题 的 解 作为 参考 解 并 不 起 
(E :的 办 法 ,根据 不 同 问题 的 特点 和 需要 ,和 曾 出 现 过 多 种 方法 ,例如 ,将 书 中 的 主 柴 部 分 并 入 
;中 ,作为 原 间 题 (5) 的 一 个 参考 条 统 。 这 类 方法 ,一 般 应 满足 以 下 峭 点 ， 

1. 参 基 系统 必须 是 “可 积 ” 的 ,并 能 给 出 相应 解 的 具体 来 达 式 。 

2. 要 便于 在 此 基础 上 求 测 余 摄 动 ( 即 F, 的 镜 余 部 分 引起 的 变化 )。 

尽管 这 一 珍 考 系统 的 解 与 二 体 问 题 的 解 - 料 , 部 是 原 系 统 55) 的 一 个 近似 ;但 佣 常 却 扎 这 
种 同时 考虑 了 部 分 摄 动 的 解 对 应 的 轨道 称 为 问题 (5) 的 中 间 轨 道 。 事 实 上 ,一体 问题 解 对 应 的 
筑 道 亦 是 -种 中 间 轨 道 。 巾 于 日 前 已 找 出 的 各 类 中 间 轨 道 解 ,都 比 二 体 门 题 的 解 复 杂 ,尽管 它 
们 更 接近 真实 轨道 解 , 但 要 在 它 的 基础 上 求 剩余 摄 动 都 比较 麻烦 。 因 此 ,在 天 体力 学 中 比较 成 
熟 而 党 用 的 方法 ,还 是 以 二 体 问 题 的 解 作为 参考 解 , 不 过 ,在 某 些 问题 中 ,无 沦 是 分 析 广 法 还 是 
数值 方法 , 邦 在 不 同 程度 上 引用 了 中 间 轴 道 的 思想 和 基 些 处 理 方法 (如 经 典 的 月 球 证 动 弄 伦 
等 ), 这 将 在 本 书 的 有 关 党 节 中 分 别 介绍 .至 十 有 关中 间 扫 道理 论 的 详细 内 容 , 读 音 可 人 参 交 有 关 
书籍 ,作者 曾 在 4 人 造 地 蒜 卫 旦 轨道 力学 并 高 等 教育 出 版 社 1992 年 出 版 ) 一 书 的 第 十 一 章 中 作 
过 较 全 面 的 介绍 。 

对 于 那些 不 能 构成 受 所 二 体 回 上 题 的 NCN 主 3) 体 问题 , 除 特殊 情况 四, 一般 不 能 给 出 分 析 
解 ,仍然 停留 在 定性 研究 上 ,或 采用 数值 方法 给 出 必要 的 离散 解 . 择 于 数值 记 法 ,对 所 要 解决 半 
题 的 动力 模型 没 有 任何 特殊 限制 。 鉴 二 上 述 情况 ,本 书 主 要 针对 受 报 一 体 问题 模型 , 介 癌 近代 
天 体 力学 常用 的 几 类 分 析 旧 法 及 其 有 关内 容 , 问 时 也 结合 天 恒 运 动 的 特点 (包括 受 摄 一 体 问题 
中 的 小 参数 方程 ,专门 介绍 有 关 的 数值 方法 , 东 有 阿 章 . 



















































































三 、 空 间 坐 标 系 与 时 间 系 闹 





研究 天 栖 运 动 常 采 用 的 空间 坐标 系 主 要 有 三 种 :地 平 坐 标 系 . 赤 道 坐 标 系 和 黄道 坐标 系 ， 
-个 空间 坐标 系 应 包含 三 个 要 素 ;坐标 原点 ,参考 平面 (cy 平面 ;和 和 沪 平 面 的 让 方向 (zz g A 
向 )。 

HT 55 bI (Horizontal System)。 网 切 地 说 应 该 是 站 心地 平 坐标 系 ;坐标 原点 为 观测 站 
“中 心 ”参考 平面 为 过 站 心 与 地 球 参 考查 球体 相 切 的 平面 (此 平面 ), 其 主 方向 是 地 平面 中 朝 北 
的 方向 , 即 天 球 上 的 龙 点 CN) 方向 ,该 坐标 条 的 z 萌 方 向 即 天 球 上 的 大 项 必 ) 方 向 , 见 图 2. 

AREH 55 XS (Equatorial System) 。 该 坐标 系 又 分 站 心 赤道 仅 称 系 和 地 心 赤道 坐标 系 。 前 者 
的 原点 在 站 心 ,后 者 则 在 地 心 , 即 地 球 质 心 ,参考 平面 是 地 球 末 道 面 ,但 要 注意 ,对 于 站 心 杰 省 
举 标 系 , 和 参考 平 面 与 地 球 未 道 面 平行 , 损 在 天 球 上 两 者 人 台 一 , 主 方向 都 是 春分 点 (>) 方 向 。 因 此、 
这 两 个 坐标 系 之 问 只 是 一 个 平移 关系 。 

EREE A Ecliptic System) ,也 可 分 地 心 黄道 坐标 条 和 日 心 黄道 坐标 系 。 坐标 昕 点 各 为 
地 心 和 日 心 , 参 考 平 面 都 是 地 球 绕 日 运动 的 轨道 面 . 即 黄道 面 , 而 主 方向 仍 是 春分 点 方 吓 。 

地平 举 标 系 与 盯 道 坐标 系 之 间 . 炎 道 坐 标 芭 与 黄道 坐标 系 之 阅 的 几 伯 甘 系 ,分 别 见 同 2 RI 
图 3, 图 中 各 符号 均 为 天 文 上 上 党 珊 的 符号 。 




















图 2 HOP do E 图 3 赤道 坐标 系 与 黄道 坐标 系 
在 上 述 地 平 . 地 心 赤道 和 日 心 黄道 坐标 系 中 ,天 体 的 坐标 天 量 各 记 为 pyr A R, ERR 
ERRA p Ahire d H RAP. 其 中 pur REAREA BS RUE. A 为 地 平 经 
BE JA E SGIR HET ERE 3] Zi CE 2 I8] OBESEEEZ DERE Lh AFAR , 它 与 天 项 距 z 的 关系 
为 上 一 90" 一 =ia 为 沫 经 ,从 春分 点 方 回 沿 赤 道 同 东 计 量 ,8 是 赤 纬 ;4 是 黄 经 ,从 春分 点 方向 沿 
黄道 向 东 计 量 ,8 是 黄 纬 。 在 相应 的 直角 坐标 系 中 ,有 下 列 关系 存在 ， 


cosh cosÁA 


pg -—cosh sinA (G2 








sinh 


cosó sinc 


COsÓ cosa 
r=r (9) 





sinó 
cos cosA 
R=R cos sina (10) 
sing 
关于 地 平 经 度 A 的 度量 ,也 有 从 南 点 CS) 沿 地 平 经 图 向 东 ( 道 时 针 方 向 ) 计 重 的 ,相应 的 (8) 式 
则 改 为 








cosk cos Á 


cosh sin A (11) 


p—p 








sinh 
站 心 赤道 坐标 系 和 地 心 黄 道 坐 标 系 中 的 位 置 矢量 则 用 vw 和民 表示 ,相应 的 表达 起 分 别 与 
r AIR HREH, HEr KA r RAA R að AAB Fr 38H49 23 SH OE EIA CR Ë 
坐标 。 : 
上 述 几 种 坐标 之 加 的 转换 关系 是 简单 的 , 仅 涉 及 到 平移 和 旋转 ,有 


r—RG- SR; Wp a2) 
r=r cr (13? 
R'—R.GOr (145 
R-—R' +R: (15) 





其 中 ,9 是 测 站 的 天 文 续 度 ,3 是 春分 点 的 时 角 , 即 测 站 的 地 方便 量 时 ( 见 图 20 ,rs JR NEST 
的 地 心 坐 标 矢量 ,e de HER e fü ,Re 是 地 心 的 日 心 坐标 矢量 。 上 述 堂 标 转换 中 涉及 到 的 话 转 短 
阵 由 下 式 表达 ， 





[1 0 0 | 
R.()-—|]0 cos sing : (18) 
lo --sinü cosd] 


(cosÜ 0  -sinü 
RDO=lo 1 0 Qn 
sind 0 cos 有 
fcos sinf 0 
R.(0) = | ~sinð cosg 0 (18) 
| 0 0 1 
对 于 太阳 系 动 力学 ,讨论 太行 星 和 小 行星 的 运动 时 .采用 的 是 日 心 黄道 坐标 系 ,而 在 人 造 
地 球 品 蜡 动 力学 中 采用 的 则 是 地 心 杰 道 华 标 系 ,由 十 岁 莽 草 动 和 地 极 移动 等 诛 因 ,上 述 坐 标 系 
的 参考 平面 和 春分 点 方向 等 都 将 发 生变 化 ,这 就 使 得 室 间 坐标 系 的 选取 复杂 化 -在 许多 实际 问 
是 中 ,采用 的 是 历 元 平 赤 { 黄 } 道 坐标 系 ,例如 近年 来 采用 的 基 ]2000 赤 ( 黄 ) 道 坐标 系 ,参考 平 
面 和 主 方向 分 别 为 平 赤 ( 黄 ) 道 面 和 平 春分 点 , 它 将 涉及 到 岁差 章 动 和 极 移 等 多 种 改正 .有 关 知 
识 在 各 种 球面 天 文学 的 教材 中 都 有 详细 介绍 ,关于 地 球 卫星 动力 学 中 的 各 种 地 心 坐 标 系 ,在 本 
之 参考 文 上 献 [1 的 第 一 章 中 水 有 详细 介绍 。 
讨论 各 种 天 体 运 动 时 , 除 空间 坐标 系 外 ,还 涉及 到 时 间 系 统 . 就 运动 而 言 , 杂 需要 一 个 联系 
天 体位 置 测量 的 时 间 系 统 ,又 需要 个 反映 无 体 运 动 过 程 的 均匀 时 间 尺 度 , 地 球 自转 曾 作 这 两 
种 时 间 系 统 的 统一 基准 。 但 由 于 地 球 自转 的 不 均匀 性 和 测量 精度 的 不 断 提高 ,问题 也 复杂 化 
了 , 既 要 有 一 个 均匀 时间 基 准 ,又 要 与 地 妹 自 转 相 协 调 ( 联 系 到 对 天 体 的 测量 ), 因 此 就 导致 了 
下 述 几 种 时 间 系 统 ， 
恒星 时 (ST)。 春分 点 连续 两 次 过 中 天 的 时 间 间 隔 称 为 一 恒星 日 ,那么 ,恒星 时 就 是 春分 
点 的 时 角 , 它 的 数值 3 等 于 上 中 天 恒星 的 赤 经 a, 即 
$—a (19) 
x RÉSSHEACRSEEE WERTE B3B 7; EEN. 与 下 述 志 界 时 密切 相关 的 格林 威 治 (Greenwich) 
恒星 时 5, 由 下 式 给 出 : 




















So=S—A (20) 
Tebksk io] Ep] Ur FER EET] GIUERHL E REISDGAST. 与 平 恒星 时 GMST Z4. BEER TE REST E 
由 地 球 自 转 所 确定 ,那么 地 球 自转 的 不 匀 义 性 就 可 通过 它 与 均匀 时 间 尺 度 的 差别 来 测定 。 
世界 时 CUT)。 :与 恒星 时 相间 ,世界 时 也 是 根据 地 球 自 转 测 定 的 时 间 , 它 以 平 赤 阳 昌 为 单 
位 ,1/86400 平 太 阳 日 为 秒 长 ,根据 天 文 观测 直接 测定 的 世界 时 , 记 为 UT0, 它 对 应 于 瞬时 极 的 
子午 圆 .加 上 引起 测 站 子午 圈 位 置 变化 的 地 极 移动 的 修正 ,就 得 到 对 应 平均 极 的 子午 图 的 世界 
时 , 记 为 UT1, 即 











UTi-UT0-cA^ (21) 
AA 是 极 称 改正 量 。 
由 于 地 球 自转 的 不 均匀 性 ,UT1 并 不 是 均匀 的 时 间 尺 度 。 市 地 域 自转 不 均匀 性 旦 现 三 种 
5 














特性 :长 期 慢 变 化 (每 百年 使 日 长 增加 1. 6 S9» ,周期 变化 (主要 是 季节 变化 ,一 年 里 品 长 约 有 
O. 001 秒 的 变化 , 除 此 之 外 还 有 一 些 影响 较 小 的 周期 变化 ) 和 不 规则 变化 。 这 三 种 变化 不 易 修 
正 , 只 有 周年 变化 可 用 根据 多 年 实测 结果 给 出 的 经 验 会 式 进行 改 焉 , 改 止 值 记 为 AT',, 由 此 引 
进 批 界 时 UT2; 








UT2 一 UT1I 十 AT， (22) 
相对 和 而 言 , 这 是 一 个 比较 均匀 的 时 间 尺 度 , 但 它 仍 包含 着 地 球 自转 的 长 期 变化 和 水 规 旭 变化 ， 
特别 是 下 规则 变化 ,其 物理 机 制 尚 不 清楚 ,人 定 今 无 法 改正 ， 
周期 项 AT, 的 振幅 并 不 大 ,而 UT1 又 直接 与 地 球 瞬 时 位 置 相 联系 ,因此 ,对 于 般 精 度 
要 求 不 太 高 的 问题 ,就 可 用 UT 作为 统一 的 时 间 系 统 。 凋 对 于 高 精度 问题 ,即使 UT2 也 不 能 
满足 ,必须 寻求 更 均匀 的 时 间 尺 度 , 这 正 是 下 面 要 介绍 的 另 一 类 时 间 系 统 。 
国际 原子 时 (TAT) ,这 是 一 种 标准 烽 率 。1967 年 10 月 第 十 三 届 国 际 计 量 大 会 上 通过 了 - - 
:种 新 的 秒 长 定义 , 即 饱 原子 C” XE PI SEZR [E EXE RATIS 9192631770 丙 所 经 廊 的 时 间 问 隔 
作为 1 秒 的 长 度 , 称 为 国际 单位 秒 (S1)。 由 这 种 时 间 单 位 确定 的 时 间 系 统称 为 国际 原子 时 
(TAD, CHER A 1958 年 1 月 1 日 的 UT24 时 ,有 
CTAT—UT2)D;8s,,77 — (^. 0038 (23) 
动力 学 时 一 一 地 球 动力 学 时 (CTDT) 和 质心 动力 学 时 (TDB) ,天 上 革 述 原子 时 TAI 是 在 地 心 
参考 系 中 定义 的 具有 国际 单位 制 秒 长 的 坐标 时 间 基 准 , 从 1984 年 起 , 它 就 取代 历 书 时 (ET) 正 
式 作为 动力 学 中 所 要 求 的 均匀 时 间 尺 度 。 由 此 引信 一 种 地 球 动力 学 时 (TDT ,1991 年 后 改称 地 
HETT , 它 与 原子 时 TAI 的 关系 为 
TDT=TAI 32:, 184 (24) 
一 美 系 是 根据 1977 年 1 H 1 H oo*00^00 CTADOXP I. TDT X 1977 ¢Æ 1 H 1°. 0003725 而 
米 , 此 起 始 历 元 的 盖 别 就 是 该 时 刻 历 书 时 与 原子 时 的 盖 别 。 这 样 定义 起 始 历 元 就 便于 用 TDT 
”系统 代替 ET 系统 。 
显然 ,TDT 是 屯 心 时 空 标 架 的 坐标 时 ,用 作 视 地 心 认 表 的 独立 变量 。 在 人 造 地 球 卫 星 动 力 
学 中 , 它 就 是 一 种 均匀 时间 尺度 ,相应 的 运动 方程 中 用 它 作为 自 变 量 . 队 此 之 外 ,对 于 太阳 系 动 
力学 ,还 定义 一 种 质心 动力 学 时 下 DB, 即 太阳 系 质 旋 时 空 标 架 的 坐标 时 。 它 是 一 种 抽象 均匀 
的 时 间 尺 度 , 月 球 . 太 阳 和 行星 的 历 表 都 是 以 TDB 为 独立 变量 的 ,岁差 . 章 动 的 计算 公式 也 是 
依据 该 时 间 尺 度 的 。 
上 述 两 种 动力 学 时 的 差别 tTDB 一 TDT) 是 由 相对 论 效 详 引起 的 ,它们 之 间 的 转换 关系 仍 
在 讨论 中 , 文 [2] 曾 给 出 过 它们 之 间 的 一 种 转换 公式, 其 中 最 大 的 一 项 为 
E. 658 X10 sinE 
E RHAD B Soi a) ROS fli. 
除 上 述 时 间 系 统 外 ,在 计算 中 常常 会 遇 到 历 元 的 取 法 以 及 几 种 年 欧 长 度 问 题 ,一 种 是 贝 塞 
耳 (Bessel) 年 ,或 称 假 年 ,其 长 度 为 平 回 归 年 的 长 度 , 邮 365. 2421988 平 太 阳 日 。 常 用 的 由 塞 年 
历 元 是 指 赤 阳平 黄 经 等 于 280" 的 时 刻 ,例如 1950. 0, 并 不 是 1950 年 1 月 1 日 0 时 ,而 是 1949 
年 12 H 31 E 22^09^42^ CIE SEIS 48 FE5 fS ulian) H Æ 2433282. 4234。 另 一 种 就 是 策略 
年 ,其 长 度 为 365. 25 FREE. HERD ORE EE EIE B94E I . Hiin 1950.0, RT 1950 4E 1 H 1 HO 
时 . 显然 ,引用 颂 略 年 较为 方便 ,因此 ,从 1984 年 起 , 贝 塞 耳 生 被 竺 略 年 代替 。 这 两 种 内 元 之 间 
的 对 应 关系 州 于 表 1, 
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表 1 两 种 历 元 的 需 略 日 





np ani TEED TRU H 
1900. 0 1900. 000858 2415020. 2135 
1950. 0 1949. 999790 2433282. 4234 
2000. 0 1959. 968722 2151541. 5353 


| 989. 899142 
1350. 000210 


2000. 001278 





1900.0 


1850. 0 


2000. 0 





2415020. 0 
24333282. 5 


2431545. 0 








为 了 方便 ,常用 修改 的 侨 略 日 (MJD) ,定义 为 
MID=JD—2400000. 5 (25) 
例如 JD1950.0 对 应 MJD= 33282. 0, 
， 与 上 述 两 种 年 的 长 度 对 应 的 回归 世纪 ( 即 100 年 ?和 储 略 世纪 的 长 度 分 别 为 36524. 22 平 
太阳 日 和 36525 平 太 阳 日 。 





m. dE 








对 于 不 同 的 时 空 尺 度 ,为 了 计算 和 公式 表达 的 方便 ,采用 不 同 的 计算 单位 是 很 日 然 的 。 对 
扩 一 个 动力 学 问题 ,首先 要 提 到 的 是 引力 常数 G 的 数值 及 其 芋 纲 ,目前 采用 的 值 为 
G-—8.672X10 "m'kg 's * (26) 
这 里 符号 m ROK.kg EFs 是 秒 。 但 由 天 文 观测 直接 测 得 的 是 好心 引 轧 常数 GE, 去 是 地 球 
项 二 ,有 








GE-—3. 986005 x 10 ms * (272 
相应 的 几 个 导出 常数 一 一 日 心 引力 常数 GS ,太阳 质量 3 和 日 地 质量 比分 别 为 
CS 一 1.32712438X 10mis 1 
$1. 9891 X 10" kg - (28) 
S/E-—332946. 0 | 
在 计 论 大 行星 和 小 行星 的 运动 时 , 常 来 用 本 阳 质 基 , 大 文 单位 {AU 一 1. 49597870 X 10'!' m) 
和 平 太 阳 日 作为 基本 单位 。 那 么 引力 常数 将 变 为 


G=2. 959122083 Xx 10^* (29) 
JB ny pe Hir (Gauss 3] Z2 EIC S 
k= < G =0. 01720209895 (30) 
如 果 为 了 公式 表达 方便 ,让 引力 常数 如 =1, 则 相应 的 时 间 单 位 将 为 
T — CAU* /G8)!* —58. 13244091 FRE H (31) 














EARARILEHE ATEH, AATA RAMP E kg mos CE SGOR B0. 5] A 
dé XE 6 BUG OSEE I E 5 — HUE HER E RS RRA 1e Bia S] EEG 
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二 1, 相 应 的 时 间 单 位 则 为 
T= (a /GE) =13. 446860min 
一 806. 8116s (32) 
其 中 GE 即 前 面 (27?) 式 给 出 的 地 心 引力 常数 值 ,a 二 6378140m。 在 人 造 乳 球 卫 性 精 帘 定 轨 中 、 
时 间 单 位 工 常用 (a2/GEY 忆 表达 ,使 得 采用 计 算 机 计算 时 能 保留 足够 多 的 有 效 字 长 。 


E $ x W 


[1] OuEk CA GÉ BEBE TE EBD 756. SEPETE ID EE .1992 年 。 
[2] Moyer,T. D. ,Celest. Mech ,23019812,33— 56. 


第 一 章 ”二 体 问 题 的 基本 关系 式 及 其 应 用 


在 绪论 中 已 指 册 ,对 于 受 摄 力学 系统 ,最 常用 的 模型 是 受 摄 二 体 问 题 , 二 体 问 题 的 解 就 作 
为 解决 相应 问题 的 基础 。 因 此 ,尽管 在 4 天 体力 学 基础 》! 一 书 中 对 二 体 问 题 已 有 详尽 的 介绍 ， 
作为 ¢ 天 体力 学 方法 ) 这 本 书 ,对 此 基础 问题 仍 需 再 作 必 要 的 阐述 ,并 针对 解决 受 摄 一体 间 题 的 
县 体 情况 ,着 重 讨论 精 圆 运动 ,给 出 各 种 常用 关系 式 和 它 的 应 用 。 同 时 还 介绍 广义 力 场 中 的 - 
体 问 题 , 即 两 个 相距 为 r 的 天 体 m ms 之 间 的 引力 FF 不同 于 牛 顿 万 有 3 引力 ,有 

p--UUPh, N>2 

如 中 心 天 体 为 扁 球 体 的 二 体系 统 , 考 虑 广义 相对 论 效应 的 二 体 间 题 , ELS EE Ep RE RE 
引力 作用 下 的 运动 等 ,都 会 条 到 这 种 情况 ， 




















1.1 二 体 问 题 的 可 积 性 与 六 个 积分 


作为 二 体 问 题 ,两 个 天 体 均 作为 质点 对 待 。 分 别 将 该 二 天 体 的 质量 记 作 M M m ERA 
m SEXE M 的 运动 。 此 时 可 将 绪论 中 的 运动 方程 (8) 改写 为 下 列 形式 : 


=— Ct; (1.1) 





=r/r 是 MM 到 贡 方 向 ( 径 向 ) 的 单位 矢量 。 关于 相 应 的 运动 坐标 系 O-XYZ( 图 1.1), 其 原点 0 
当然 在 天 体 M 上 (注意 ,此 时 M 是 质点 } ,但 基本 平面 (XY 坐标 面 可 有 多 种 选取 .根据 天 体力 
学 问题 的 具体 特点 ,对 于 人 造 地 球 卫 星 的 运动 ,Xy 平面 与 地 妹 
疹 道 面 一 致 .而 处 理 太阳 条 中 大 行星 和 小 行星 的 运动 问题 ,往往 
取 日 心 黄道 面 作为 XY 平面 ,在 讨论 自然 卫星 运动 时 , 则 与 讨论 
人 造 地 球 卫星 的 运动 有 些 相似 , 即 取 各 大 行星 的 赤道 面 作为 
XY PH. ETX 轴 方 向 的 确定 ,对 于 太阳 系 而 言 , 无 论 是 讨论 
行星 运动 ,还 是 人 道 地 球 卫 星 的 运动 ,几乎 都 是 取 春分 点 方向 作 
为 尽 轴 方向 。 另 外 ,有 关 赤 道 面 .黄道 面 以 及 春分 点 方向 的 变 
化 ,对 基本 平面 (XY 坐标 面 ) 和 基本 方向 (X 轴 方 向 ) 的 选取 有 
何 影响 ,这 里 不 天 一 一 细 谈 ,读者 可 在 各 有 关 问 题 的 讨论 中 获 
知 ,本 章 参 考 文献 [2] 的 第 一 章 和 第 十 一 章 有 专门 讨论 ， mili ARR OZYZ 
为 了 简便 , 常 记 





pH 一 CO 十 四) 《1.21 


9 











方程 (1.1) 对 应 的 是 一 有 心力 问题 ,不 仅 是 可 积 的 (这 里 的 可 积 是 指 上 述 微 分 方程 的 解 扣 以 把 
成 求 积 形式 ,而且 可 以 具体 给 出 六 个 各 分 的 完整 表 过 式 . 下 面 将 作 这 一 介绍 ,并 在 给 出 六 个 积 
分 的 同时 ,指出 如 何 判断 它 是 可 积 的 ,从 而 可 以 使 读者 了 解 到 与 其 类 似 的 广义 力 场 中 的 二 体 阿 
题 为 什么 也 是 可 积 的 。 


L 动量 矩 积分 (或 称 面 积 积分 ， 


根据 有 心力 的 性 岳 , 可 直接 写 出 方程 (1.1? 的 动 基 短 积分 ,由 方程 (1. 1? 亦 容易 推出 该 和 
分 。 著 记 h=r Xr? 为 面积 速度 矢量 , 则 由 方程 (1. 1) 可 得 


W d rx) rxr-0 


RRRA AHR RI m 相对 M 的 运动 为 一 平 而 运动 。 相 应 的 动量 扎 积 分 可 写成 下 列 形 
X: 

h—rxr—hR Q.3) 
其 中 站 = [rx rl NIBBUSEB S N EERE R MARERE In] RCK Hoz sh C A 
向 单位 矢量 。 

如 果 用 天 体 运 动 轨道 来 描述 面积 积分 常数 , 则 可 引用 辅助 
ARR CIL ESL 1.2), 图 中 大 加 44 和 8B' 分 别 表 示 基 本 平 而 {XY 
坐标 面 ) 和 运动 天 体 轨 道 在 辅助 天 球 上 的 投影 , 民 方向 即 轨道 而 
法 向 导 就 是 轨道 面 与 基本 平面 的 夹 角 , 只 即 轨道 升 交点 方向 N 
Cai Sp Ro B m EE. M. X Jr opted. 在 此 坐标 系 中 ,利用 球面 二 
角 的 余 强 公式 ;不 难 导出 ,法 向 单位 矢量 RS EA GUN 
A sini sind? 


È= = | —sini cosd? 


(1.42 














C COS? 
HERIO DAET hin 三 个 积分 常数 ,是 面积 速度 的 两 
8 ru 则 葡 定 了 轨道 平面 的 空间 方向 。 
从 积分 41. 3 的 导出 过 程 不 难看 出 ,只 要 是 有 心力 , 即 
F-FG.À,Qr 0.5) 
必 存 在 积分 (1. 3) ,并 不 要 求 如 岂 方 程 (1. DEWA FOr 那 种 简单 形式 .4,8 是 常用 的 球 坐 标 
87 5398 T- ^r E. MAAE, 





2. 运动 平面 内 的 轨道 积分 和 活力 公式 
既然 是 平面 送 动 ,而 相应 的 平 商 已 由 避 ,2) 确 定 , 那 么 ,我们 即 可 在 这 一 确定 的 平面 内 讨论 
降 芥 后 的 方程 。 引 入 平面 机 坐标 (r,2) ,运动 方程 (1.1) 的 径 向 分 量 为 
r—rü——45 (1. 6) 


r 





中 横向 分 量 为 
ldg 


rÜü-4- 2rü— — - G?8) —0 
此 方程 给 出 一 积分 ; 
rü—h d. 7) 
HEERE C P 8S AR E E rA 6. e BAE OP r A r RIER 
r=rr, r=rr+rü (1.8) 
Nnm 
rXr—rÜüb-—r'R (oq. 92 


KERHO 7) 就 是 动 二 第 积分 (1. 3) 的 标量 形式 。 方程 (1,6? 和 (1,7) 构 成 了 平面 运动 系统 
对 应 的 二 阶 常 微分 方程 ,还 需 寻 找 三 个 独立 积分 。 

上 述 刘 程 的 特点 是 不 显 含 自 变 划 刀 由 常 微分 方程 的 基本 知识 可 知 , 对 于 这 人 么 方程 ,通过 
分 离 上 的 方法 可 使 方程 降 -- 阶 , 即 能 够 首先 讨论 > 对 8 的 变化 规律 。 为 此 , 记 = dridh, r" 一 
d'r/d0" , d AFEC. DIS 





: drj A, 
r—dr/dt — 158— T | 

dr (1. 10 
Pear aie a E us dr 


将 这 - 关系 代入 方程 (1. 6), 即 可 给 出 > 对 8 的 二 阶 方程 , 俱 相 应 的 方程 仍 不 便于 求解 ,如 果 在 
降 界 的 同时 ,再 作 变 量变 换 ， 


=] /u (1.11) 
有 
r= —hu! 
> pti (1.12) 
利用 这 一 关系 即 可 得 到 uox] 6 83-1 ETE RR RET RE. 
uh bum (1, 13) 


REREN. MEE H WREKE DEWR -a/r 改 为 (或 增加 》 ~t /rr* N=, 
七 1, 士 2,…，, 间 样 可 按 上 述 方 法 处 理 , 相 应 地 有 


u" uhr t C1. 145 
或 


a ru (1.15) 


ane 
虽然 不 再 像 方程 (1.13? 那 么 简单 ,但 仍 有 不 含 自 变量 8 的 特点 ,由 常 微分 方程 知识 可 知 , 对 于 
这 类 方程 ,可 令 


~ 时 = y (1.16) 


u" = 


u =y, 
即 可 将 其 化 为 一 种 简单 的 可 积 形式 。 


方程 (1 13) 给 出 一 轨道 积 
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1 下 

u l-cecos(8—a«) 
€ 和 c MATARAE AE ER XE Ge AR UP PEOR PORR CO 点 ?在 
其 一 个 焦点 上 ,考虑 到 本 书 的 内 容 , 主 要 讨论 精 轴 运动 情况 ,至 于 抛物 线 和 双 曲 线 轨 道 ,将 在 本 
章 最 后 一 节 作 一 简单 介绍 。 对 于 椭圆 ,可 邻 





《1. 17) 


r= 





pa(i-e)-h y Q.18) 
那么 积分 (1.7? 得 (1.14) 又 可 写成 
r8— /up— V pa e) (1.19) 
a(1—e?) 


(1. 20) 


r 


1--ecos (8—w) 
积分 常数 广 由 a 代替 。p ERREFE a 是 半 长 径 ,e 是 偏心 率 ,o 则 称 为 运动 天 体 m 过 近 
EDA P HRE L 2).。 因 在 已 点 方向 bw 时 ,> 达到 最 小 值 , 故 称 己 点 方向 为 近 星 点 
方向 。 注 意 , 近 星 点 经 度 o 和 极 坐 标 变量 8 都 基 从 节点 入 方向 起 量 的 ,这 在 二 栖 问 题 中 无 区 
别 , 当 有 摄 动 时 ,椭圆 随时 间 变 化 , 升 人 交点 方向 也 在 变化 ,wm 应 从 这 变化 的 升 交 点 方向 起 量 , 而 
极 坐 标 变 量 8 却 仍 应 从 一 个 不 变 方向 起 量 ,两 者 是 有 区 别 的 。 

将 r==r( 四 的 关系 代入 方程 (1. 19) ,原则 上 可 以 给 出 最 后 一 个 与 时 间 : 有 关 的 积分 ,这 里 暂时 
放 - -下 ,先导 出 椭圆 运动 的 几 个 常用 关系 式 。 由 (1. DAO. 20) 两 式 ,经 简单 的 运算 即 可 得 


Patrul a. 21) 
r a 


此 即 活力 公 式 . 另外 ,既然 是 椭圆 运动 ,那么 运动 天 体 的 疝 径 在 一 个 周期 内 扫 社 的 面积 就 是 
PRRP za’ v 1 一 所 ,由 此 可 知 两 倍 的 面积 速度 闫 为 


h= pa ce E (1.22) 
整理 后 可 给 出 如 下 关系 式 : 
2-4 (1.23) 
EIRFA "一 2x/T, 则 上 式 又 可 写成 
n'a p 《1. 24) 


XX PT xe c WEE m al xEBES d DERE (Kepler) 38 Z ze fit, 
3. 第 六 个 积分 一 一 Kepler 方程 


为 了 运算 方便 ,在 寻找 第 六 个 积分 时 ,不 直接 引用 方程 (1. 19) 按 db/ 电 求解 ,而 是 利用 活 
力 公 起 (1.21) 按 drjdr 积分 ,有 


—4 9 ly. 
iin" a? P yi 
iu. 24) 式 消去 yp 整理 后 ,得 
ndem (1.25) 


a Vaei—(a—ry 
XT HE BL PUE «e 的 极 大 和 极 小 值 分 别 为 
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Fm Tall He), rfa—uatl—e (1. 26) 
HEE la 一 r | iae BH] ET ASI AME E: 
acr-—aecosÉ 
或 写成 
r—ua(l1—ecos E) (1.272 
代入 C1. 25) 式 得 
ndt —(1—ecos E)d E 
由 此 使 可 给 出 第 六 个 积分 : 
E—esinE=ntt 一 T) (1. 28) 
xx X £x Jy Kepler 方程 ,z 是 积分 常数 。 当 tr 时 ,E=0, 相 应 
的 r 一 4 一 人 一 ran* 故 7 就 是 天 体 m 过 这 星 点 的 时 刻 。 
最 后 引进 两 个 角度 了 和 村 ,定义 如 下 : 
f=0—w, M-ni-10) (1. 28) 
F.M RI E JE —"- fa SEE AAAA dx F8. EXE ex FER f 
3E fe ,都 是 从 近 星 点 开始 计量 .。 E 的 几何 意义 风 疼 1.3. E] 
中 心 是 模 因 焦点 (也 是 坐标 系 原点 ),0 是 辅助 圆 的 圆心 。 显 
然 ,在 二 体 向 题 中 ,面积 积分 (1.7}) 可 简化 为 
7 一 0.30 — mis 柄 加 轨道 和 辅助 
上 述 六 个 独立 积分 常数 又 称 为 轨道 根 数 ,只 要 初始 条 件 
给 定 , 它 们 就 完全 被 确定 。av,e 是 确定 轨道 大 小 和 形状 的 根 数 ;i ,8 和 ww 古 轨道 平面 和 拱 线 (长 
半 轴 ) 的 空间 定向 根 数 ; 而 第 六 个 根 数 r 常 被 三 种 近 点 角 代 蔡 ,特别 是 平 近 点 角 M 常 被 引用 ， 
三 种 近 点 角 本 身 都 同时 包含 时 间 :而 不 是 常数 , 即 随 上 而 变化 , 故 也 被 称 作 时 间 根 数 。 














1.2 椭圆 运动 的 基本 关系 式 


原则 上 说 ,上 述 六 个 积分 就 完全 确定 了 二 体 问题 意义 下 天 体 的 运动 ,但 这 六 个 积分 的 表达 
形式 有 时 使 用 不 便 , 有 必 思 在 它们 的 基础 上 导出 一 些 常用 的 关系 式 ,这 里 将 根据 理论 研究 和 实 
际 工作 的 需 长 整理 于 下 ,所 涉及 到 的 量 不 外 科 六 个 根 数 , 时 间 上 各 种 近 点 角 、 向 径 和 速度 等 。 


1. 椭圆 运 动 中 各 量 之 问 的 几何 关系 


首先 从 图 1.3 和 Kepler 方程 (1. 38) 不 难看 出 ,三 种 近 点 角 的 象限 关系 很 清楚 ,它们 同时 
EDn] m. 2n IX IS]. E 3X d. -个 很 重要 的 关系 ,它们 之 间 的 联系 即 





r= t a Qo ecosE) (1. 315 
E—esinE=M (1. 32) 

另外 ,根据 风 网 的 性 质 可 知 , 图 1. 3 中 的 CO 二 ae, 于 是 有 
reos f —a(cosE —e) (33) 
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由 此 可 立即 导出 
rsinf—a V 1— esinE (1.34) 


£u E - 
WT eE (1. 35) 


2. 位 置 失 置 (向 径 )r 和 速度 矢量 ~ 的 表达 式 





作为 二 阶 方 程 (1. 1) 的 完整 解 ,应 有 
rrt) 
SDN 
既然 六 个 积分 已 得 到 ,那么 可 以 写 出 (1. 36) 式 的 具体 形式 。 这 里 的 积分 常数 ccs，…*cs 即 前 
面 的 六 个 轨道 根 数 , 其 中 是, 如果 改 用 平 近 点 角 M LOL 36) 式 中 的 上 将 包含 在 1 中 。 
:显然 有 


(1. 36) 





r=rr 


一 reos Ë --rsinfQ 
—a(cosE—e)P-Fa v 1—e&sinEQ (1.37) 


RB POR Q ABUTERE SURCEGELG T LIRE GERE. I ES BERE (EAE PLA EER 
和 角 坐 标 系 O-XYZ 中 的 表达 式 。 若 在 以 轨道 面 作为 zy 平面 的 直角 坐标 系 中 ,zx 轴 指 向 近 星 点 方 
向 , 则 相 庶 的 单位 矢量 f, 有 下 列 形式 : 





























i 
Po= [0 (1. 38) 
Ü 
于 是 坐标 系 O-XYZ v P ARAARA T PUBRENERHB RU. 
P-RA(—ORIC-DR(C-o)P, (1. 39) 
其 中 三 个 旋转 矩阵 的 形式 如 下 : 
cosw —sinw Q 
R,(C—aD- sine cose 0 (1.40) 
Q "0 1 
1 0 0 
R,(—:)—|0 cos; —sini (1. 412 
0 sini cosi 
cosh -sinf 0 
R, — M= |sinf cos 0 (1. 42) 
ù Ü i 
CT OQ HudAsR. REH R(E Rela) a= — Gor 90 BT 48 
为 了 某 些 应 用 的 需要 ,我 们 将 尼 和 总 的 具体 形式 写 出 , 即 
cosflcose— sinf2sinecos; 
P= sin£cose--cosDsinecosi d. 43) 





1 sinwsiné 


l4 


--coslisinw— sin(dcoswcost' 





Q— —sin£isine—cosQcosecosi | C. 445 
d CoOstusinz ] 
六 二 ,根据 二 体 问 题 的 性 质 , 由 + 的 表达 式 (1. 37) 可 得 
= 一 (1. 45) 
由 面积 积分 (1 30028 HE]. 7 3X dr Kepler 方程 (1. 327 给 出 五 , 即 可 具体 写 出 上 的 表达 式 ,其 形 
武 如下: 
r= Asin fP - Ccosf d-e)Q] 


一 - vp [sin£P — 1 -—-e'cosEQT C1. 46) 
NH HUP IE. 1—f, ry 一 了 S) =r KRI Bl 


一 ivrorro) | 








F— FG] 0 n 
这 容易 从 表达 式 {1, 37) 和 (1. 46) 转 换 而 得 。 普 先 将 产 和 名表 达成 mm 的 形式 ,由 
m= a(l —ecos EQ P +a vV I= esine À] 
í (1. 48) 


ra= Ye —sinE P+ 4] —ecos EQ) | 


中 解 出 户 和 他 ,以 此 代入 .37) 式 和 (1.46) 式 ,经 整理 即 可 特 rGORRLEOO RB ry f rv ERE" 


组 会 来 表达 
r-—Fr,4-Gr, 
eios] (1. 49) 
但 FU. F'.G' 仍 与 mr 有关, 其 形式 如 下 : 
下 一 1 一 站 (1 一 cosA 且 ) ] 
1 (1. 502 
G=Ar— (Ak —sinAE)] 
HEP Aci LISESE-— ES a 和 AE 由 下 式 计算 ， 
a- (Loa, acp (4.50 
Fo H 
AE—nN + (1— sins E — 2 (1 —cosAE) (1. 82) 
a pa 
n— pa, ra=" Fo (1.53) 


由 于 
q—7)—0(G), ro/ Va=0(e) 


(1.52) 式 类似 于 Kepler 方程 , 故 AE 的 计算 还 是 比较 方便 的 ,特别 当 Az 不 大 时 , 比 解 Kepler 
方程 (解法 在 后 面 1. 6 中 介绍 ?还 快速 。 关 于 FUN C JB F =C CFA 
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F —1— 5 (1 —cosAE) 


G'— — (X SsinAE) 
r Fo 


(1. 54) 





不 难看 出 , 当 Ac 较 小 时 ,有 
天 一 1 十 CC(AE)》 
oa oo, 
关于 这 一 展开 式 , 本 章 参 考 文献 L1j 和 [2 以 及 在 关 书籍 中 均 有 具体 形式 ,为 了 引用 方便 ,这 里 
列 出 展开 式 的 前 几 项 , 即 


F=1— (Fu A + Fup A+ Lug 





Lud guata | 


1 1 (1. 552 
Ge Ai — Cows) AP Cp ps) Art EO (NP) | 
其 中 
m=}, Po™ror ofris qo—uwri (1. 56) 
ü 
相应 地 有 
F'—1— (Fu) At (uopo) AP HOA 
(1.57) 


G'= Cou) Ath Crispi) Art - Cosi — di — s BD AP OCA 


1l 
3 
3. MEA — 8 NDS DUAE SE 


ERRERA S UBER TESECRCDILBEES s BR FE SETS BUR aei 0 o M 外 ,还 会 涉及 到 它 
们 构成 的 一 些 函 数 ,这 些 函 数 关系 中 的 基本 量 就 是 玉 ,f,r ,只 要 导出 这 些 量 对 和 根 数 的 偏 导数 就 
铝 了。 首先 分 析 一 下 上 述 量 与 六 个 独立 根 数 之 同 的 函数 关系 ,由 方程 (1.31) 一 (1.33) 可 知 ， 
E-—E(G,M) 
r-—r(a,e,E(e, M)) —r(a,e, M) 


f fGe EG M) (esM))= fG M) 
38 z. REFS BI Ti EE JL fo] EN AT df HR PB t IE ETE 














(e a 3E a 
元 c )sin£, wC ) 
M i . af 
xci notBs. diii v1—e > (1. 58) 
Xa), xo acosf, Au aai )aesinE 
若 独立 根 数 M S ELM 
M-—Mte,E) 
J=, E) 
r-r(a.e, E) 
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M- —sinE, (T=1 ecos | 
af  sinf af a — 
Te EC 6 Y) e (1.59 
T), Z= acosE, | —desink 
车 独立 根 数 好 改 为 FME 
F=E(e, f) 
M-—M(te,Ete, £2) — Mie. 
r—r(a.esf? 
相应 地 有 
aE sinE 8E rj; A 
ET Ie’ af CDM 1 
M Tygge (L5 M Lor yy VI 
» [IF Cr. ec) A G Pfy]1—e (1. 60) 








了 一 (三 ), 字 一 z (cos E re ,入 = (Es zsinf 


在 实际 应 用 中 ， 常常 出 现 (于 ) 这 一 因子 ,由 a/a 可 直接 得 到 aC) fas, ER (DRHE 
和 和 近 点 角 的 函数 ,因此 有 
act) 
de 
其 中 9 是 ME,f 中 的 一 个 ， 
对 于 小 偏心 率 问题 ,往往 不 采用 上 述 六 个 根 数 作为 基本 变量 ,而 改 用 
asi.(d,É—ecose, Y= —esine,  A—M--o 
ATER SEHH u— oo= 匹 二 w 代 蔡 。 若 要 推出 相应 的 偏 导数 ,其 关键 仍 在 于 首先 分 析 
清楚 函数 关系 。 由 








ey, e—tg  (—9/), M=à—tg Cc 9/0 (1. 61) 


可 知 
F= F eE Ms.) 
=E (eff) ME DA) 


ESE (e p MEA) 
利用 这 一 关系 再 推导 相应 的 偏 导数 ,显然 是 容易 的 ， "m 








J.a M (2 de a 2M 

x )— CI» 3M uc E 

J,a 9 a œ a aM J 
a7 T (1.622 
J a a M 

A7 wC JE 
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其 中 卫 (4.), 志 (全 ) 前 面 已 给 出 , 简 下 的 问题 只 是 根据 上 述 函 数 关系 (1. o tdt eI. 


…, 这 对 读者 来 说 是 极其 简单 的 ,就 作为 习题 留 给 读者 自己 补 全 ， 
在 定 轨 问题 中 ,还 会 用 到 全， 作 这 两 组 偏 导数 。 由 上 和 + 的 表达 式 (1. 37) 和 (1. 46) 不 难得 
知 ,它们 分 别 涉及 到 两 类 偏 导数 ,如 果 仍 用 ase iso, M 作为 基本 变量 6, 则 一 类 偏 导 数 是 前 


aP 


Wess Ds gy e mr d POR QXI—A AREE SEES L0 


xPp EB P RDQU AGAS. 43 RIG. 44) 可 以 推导 ,但 不 便于 将 结果 写成 简单 形式 ， 


若 用 矢 草 旋 转 法 就 方便 得 多 ,基体 过 程 可 参 冰 本 章 参考 文献 [2] 的 第 十 四 章 , 这 里 将 写 出 具体 
结果 ,有 




















gl BIN 
& | 
™ 


EE 


cost 


sinf 
> 


0 
0 
1 


A z A ^ 
—JaXr—gyf: Jy— 


(1. 632 








m" 
x 
Q 
zR,— yR. 
zxR,—zR, 
yR.—zR, 


ür oa 4 
aj Xr ， 光一 











X-Rxe— 











Sls. gig. 
li 
| 

2 


=al yp E (D) 
r n r 


gla. 


“aini > (1. 64) 











RR | 
TR.—zR,! 
RR 
Rp RBIHBUR TET [6] 88-432 A db EE RA SCRI B B 6] C1. 4) 式 , 义 可 写成 下 列 形式 ， 


a 


a RXr— 
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R=- rx) (1. 65) 








nb 
相应 地 有 
sini — wl1—cos’t—=y 1 " (1.686) 
m HKH RK WR EY IX AA 
H=- (cosEte), 天 一 SECI 十 工 ) (1.67) 
P P 
pro HEEL (1+ P]. K' = SeosE (1. 68) 


4. 近 点 角 M EJS Egli led c 之 向 的 微分 关系 





根据 三 种 近 点 角 的 定义 , 利 困 面积 积分 (1. 30081 Kepler 方程 (1. 32) 以 及 上 述 关 系 ,可 给 
出 





eM cp, TE: 2, Wa v1 eULy (1. 68) 


在 后 面 有 关 章 节 要 讨论 的 问题 中 ,积分 时 将 会 遇 到 上 述 几 种 变 基 之 闻 的 转换 ,为 了 应 用 方便 ， 
不 妨 根 据 (1.69) 式 将 这 些 关 系 整理 如 下 : 














aet agudo (PF gy: (1. 70) 
dM —ndt — (dE AcaG M 
dE=n( Sd Coa - —1— Uf . 70 
yl1—£24 4 
fn Te C di vie dM V1-e CE (1. 72) 
1 lr 1 Ya 
d=+dM=> (2 )dE= yaf (1.73) 
nylige 98 


=n 这 组 微分 关系 是 建立 在 六 个 轨道 根 数 为 常数 基础 上 的 ,严格 地 说 ,它们 仅 适 用 十 二 体 癌 
这 与 前 面 的 几何 关系 式 和 偏 导 数 美 系 式 不 一 样 。 


1.3 椭圆 运 动 的 展开 式 


在 很 党 问题 中 , 舌 要 将 有 关 量 通过 平 近 点 角 MY 表示 成 时 间 t 的 显 活 数 , 但 由 Kepler 方程 
可 知 , 这 必 将 涉及 到 超越 蓝 数 关系 ,无 法 直接 达到 上 述 要 求 。 因 此 ,必须 将 f. E. (全 ) 等 量 展 成 
MM 的 三 角 级 数 , 而 在 这 些 雇 开 式 中 叉 要 用 到 两 个 特 弥 函数 ;第 一 类 页 塞 耳 CBessel} 详 数 相 超 几 
何 函 数 ( 或 你 超 几 何 级 数 ), 故 首先 简单 地 介绍 一 下 这 两 个 函数 的 有 关 细 识 HER PLE TRE BHL 
HAR- ARA. 

第 一 炎 贝 塞 耳 函 数 J,(z) 是 二 芥 线性 常 微分 方程 


gi D pu S2 dr Ga y-0 


z du 








一 个 解 , 它 由 下 列 级 数 表 达 ; 


S C ; 
LG - 2 cnp G 


Ha Ap EGO 032-0. x ONERE ARI HFIEX: 
kl —Rk(E—10D-O—0—2))* | 
0! =] 
IDLE et P BJERARC S ACE RD 
eii FEE È Jak 
其 中 e 是 自然 对 数 的 底 M: 可 以 是 复 变量 。 出 此 可 给 出 JL COBPBU 3 3S BD 
J, Cr) — 去 | * AI Gsinf 90 40 





一 A cos (xsin& — n&»d0 

根据 Jj,{x) 的 定义 ,不 难得 出 下 列 一 些 性 质 ， 
Jaio =le) 
J CE S l 1 CE) 


J ndm, Y 


J ía) =a C)+ GG] 





iJ. oo -lu. GO -JuaG] 


k JL (STRA FRka,5vciz) 是 二 阶 线性 党 微分 方程 
(x!—2)y" t [Ga T 2-1)x—c ]»y' t aby 0 


O S` alatlyelatn—1) + 543-7 (bHan) , 
FG sbiesz)714- 24 ~ 


nl sclctl1)" (cn m1) 


= a.b _ alat). b(b+1) 
=11 rt 


其 中 sc 是 常数 。 


1. sinkE 和 cosk E 的 展开 式 


(1. 74) 


(1. 75) 


(1. 76) 


(Q0. 77) 


(1.78) 


(1. 79) 


这 里 直接 列 出 展开 结果 ,它们 在 本 章 和 参考 文献 [3]~-[5J 中 有 详细 欧 推 导 。 对 >1 485 


sin£ E— M Ep, (te) i au Ge) ]sinaM 
ni 


cosk E — 2 Et). (ne) —4J ny (ie) ]cosnM 
n=l 
I k=l 有 : 
sng- 2 2, ECne)sinnM 
S o n-l 
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C1. 80) 


(1. 81? 


(1. 82) 





eso — $2, 1 lu, iOie) — da. (ne) ]cosn M 





一 - 2 22 Z LI, Ge) JeosnM 


ETA BRF 


d E—M -esinE, “= 1—ecosE, TM 
立即 可 得 
E=M+22 3-J, Ge)sinnM 





、 
= =1+ ns 2211 二 下 dr. Gie) ]cosn M 


SEN 


3. sins 0 cos/ 的 展开 式 


I EL Sr CR ARX OL 59) 可 得 


dor € 
au mau = Je 





sinf 
于 是 有 





vi—e R Ey 


sinf = e oM "a 





=2 vI 22; LÀ CJ. Qe) jsinnM 
B gos EG. 20) 纵 出 





1 23.8 
cosf— —[ lr e] 


一 一 e 十 二 (1— e?) UJ. eycosnM 


4. 了 的 展开 式 


利用 sinf 或 cosf 的 展开 式 , 取 到 e 项 有 
f=M+ Ge— LE sin M Cre Dos 


Ee 


ts nosing M HET e — Osin4M T 7 


7)sin2M 


(1.83) 


C1]. 843 


(1. 850 


(1. 862 


C1. 87) 


(1. B8) 


(1. 88? 


2] 


5. C Y'cosmf ICI Ysinmf 的 展开 式 





这 里 关 稻 六 的 为 任意 整数 (包括 零 )。 苦 仅 用 上 述 基本 展开 式 , 要 给 出 这 两 个 函数 对 M. 的 
三 角 级 数 ( 特 别 蚌 一 般 表 村 式 ), 那 是 相当 困难 的 。 下 面 就 对 这 两 个 函数 直接 进行 傅 里 时 
(Fourie) EJ. A% 天 (六 展 成 傅 里 叶 级 数 的 基本 形式 为 


FG P S Gcos PM--b,sinpM) 
i-i 








a,- Iro cospbMdM 





| (1.90) 
S-l[k fosinpMdM | 
Tn 1 
p=0,112." i 
CI Y'cosmf EBAZ .0,—0, A 
ap = L Eoss — pM) + cos(mf + pM dM (1.91) 
HFEA RC EBA RIA p= p HA pl o TEA 
CL )"cosmf = > Xr" lejcospM (1.92) 
"f. 
其 中 
Xv = 去 | (yeosGmf 一 pM)dM (1. 93) 
P 2*jo a tT 
c Ysinmf EAAS a = 0,5, 的 计算 公式 为 
b, — 去 | Co ytcostmf ~ BM) ~ cosGnf + 8M) JM (1.94 
对 被 积 函 数 第 一 部 分 的 处 理 网 上 ,结果 得 
CF Ysinmf ~ 24 Xy" GosinpM (1. 95) 


由 于 上 述 两 个 函数 的 展开 式 系数 相同 ,可 用 指数 形式 将 这 两 个 函数 用 统一 形式 来 表达 , 即 
C Y'exp Gm) — » Ky” Cejexp(jpM) | 


mo | (1. 96) 
xso-4[ CLyesCiof-- My uM] 
其 中 j= Y 一 1 是 虚数 单位 。 因 

| 人 ysincny — pMDdM = 0 


(1. 960 X PA Xz" GORE RE E O1. 93) 式 表达 的 X7 GO EO SR Hansen E E ERGCE e 
B eR E JARRITA ERRERA EA. P BE STRE TAHA RL, TE LESE 
见 本 章 参考 文献 [3] 和 [6], 这 里 直接 列 出 展开 结果 。 


Ky") = QD? D J GQoX; (1.97) 
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B-—uq- yI A= (1. 98) 
£ 1 二 vie 
in—m 1 
(— BY "| m |F(p—a—n- 1, =m—n—1,p—m—g+1, f) 《Cs 让 一 三 ) 
om Pom-—q 
"t of 十 更 十 1 
(oye m | F(q—5—n—1,m—na—lq—pbml.] (gp—m) 
q—pomi 
(1. 99) 
其 中 
E n! m [2m — 1| 
mi mi a—m)t' " j= i| m I| 
MEM , (1. 100} 
n —n 5 | —mn| 
ml —m =0, j^ Hi | 
由 (1.93) 式 即 可 给 出 
六 《1. 101) 
又 根据 只 Cpc? 一 Ge ) 可 知 ， 
Xle = Ole") (1.1025 
例如 
1 
XztG)- dp Gn 4m Ye: -OCe!) | 
CO 一 一 二 和 一 2m)e 十 De) 
X" (Ge) — — d (n+ 229e4-0() > (1.103) 


2 


Xar C) Lv! Gm-F3)n-4-m Gm 5) OG) 





X.) 一 二 [十 (4m — 8)n--m (4m —5) e? --OCe*) 


PERMER O. DRAC. 103) 武 在 具体 计算 ( 工 )"cosmar 和 《 工 )"sinma 的 展开 式 时 会 用 
gl. | 

以 上 各 展开 式 的 系数 都 是 关于 偏心 率 e 的 无 穷 级 数 ,只 有 当 。<oi 一 0. 662778 PEDI 
就 称 为 拉 普 拉 斯 (Laplace) 极 限 。 

除 上 述 展开 式 外 ,有 些 问题 还 需要 其 它 类 型 的 展开 式 ,下 面 给 出 


6. V,E, S -MH S 的 展开 式 


ys ace tros 2237 o. ^ flcosnf | (1. 104) 
HB p iE S 5S mx Rm 9.989 x T. Coo EUEUL STER rs C07. B 


T, Co m FC- pq pq et m Dog) (1. 105} 
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当 p 一 一 1. 一 2 时 ,有 
T.C-1,0—T,C-1,0—10.-—.] 
1 1 











T.C 2,00 — —— Gr ) 
a+ l 1—e: | (1. 106) 
1 
T,C—-2,0) 9 ———À) | 
i y I— et | 
于 是 可 得 
C n I-e[e224 C D'é'cosnf] (1. 107) 
ce /Tet Caras sie f"cosnf 1 (1. 108) 
3 ax pi t REJTSR LH 
Ki aM 1 
区 = (1 一 e a), 367 0-70 dos y 
积分 可 得 
E-ft22j Lo py grsinnf (1. 109) 
! -y aal a 
f—M-—2 Za p Gr e oMf'sinnf (1. 1100 


1.4 椭圆 运 动 的 一 些 平 均值 


采用 受 摄 二 体 问 题 模 型 时 ,运动 天 体 的 真实 轨道 是 一 变化 梓 图 ,而 这 些 变 化 又 包含 周期 项 
与 非 周 期 项 两 类 性 质 截然 不 同 的 部 分 ,为 了 计算 和 理论 分 析 的 需要 ,有 必要 特 它们 分 开 。 可 有 
些 世 无 法 直接 看 出 其 性 质 , 如 (一 ) ,cosf 等 ,它们 是 了 的 周期 省 数 . 但 对 时 间 上 积分 时 ,在 一 个 
运动 周期 内 的 累积 效果 不 为 零 (除非 偏心 率 = 0)。 为 此 ,可 用 求 平均 值 的 方法 来 加 以 区 分 。 
f£ — BUS F GO ,在 一 个 运动 周期 了 内 的 平均 值 眉 定义 为 


F= F Foe q. 111) 
zig FOR E. 分 别 为 周期 项 和 非 周期 项 , 则 显然 有 
F.—-F., RBor-F. (1.112) 


于 是 ,可 用 对 一 个 运动 周期 求 平 均值 的 方法 将 周期 项 分 离 出 来 ,相应 的 函数 严 即 被 分 解 成 两 
T8. : 

F()=F+F, (1.113) 
从 上 述 过 程 可 以 清楚 地 看 出 ,在 求 积分 (1.111) 时 ,无 论 用 什么 方法 ,都 不 会 影响 由 (1. 1122: 
和 (1. 113) 式 圾 示 的 函数 分 解 结果 的 严 桩 性 。 因 此 ,尽管 这 一 分 解 是 针对 后 面 用 有 关 方 法 求 运 
动 大 体 扫 诞 报 动 变化 的 禹 要 ,可 这 里 计算 积分 (1.t11) 时 , 却 能 采 有 十 椭圆 运动 关系 。 当 然 ,考虑 
摄 动 时 ,运动 周期 及 所 有 补 阅 轨道 根 数 均 要 发 生 缓 慢 的 变化 ,但 它 不 会 改变 周期 项 FF, 的 基 
本 特征 。 因 此 ,上 述 分 解 不 仅 严 格 ,而且 仍然 保持 原 分 解 的 意义 。 
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讨论 椭圆 轨 道 摄 动 变化 时 所 涉及 到 的 摄 动力 ,有 各 种 各 样 的 函数 形式 ,但 需要 通过 求 平均 
值 来 分 离 周期 项 的 ,基本 上 有 下 面 四 类 : 


C 'singf , (cosg f. 


CE*CF— M sings CED MYcosgf 
fPoq—0.1.2.:-— 
一 些 特殊 形式 ,在 有 关 章 节 中 再 讨论 。 
首先 用 几 个 实例 来 介绍 求 平 均值 的 基本 方法 以 及 平均 值 的 特征 ,并 人 异 此 熟悉 一 下 前 面 所 
介绍 的 各 种 椭圆 关 系 式 的 具体 应 用 。 





1. p=0,0=1 对 应 的 sin 了 和 cos f 


sinj = 4f sinfda = HP sinfdM 
EDU LUTEA sd[ Ju 
= + sinf C- a )dE 2 JN v] — esinEdE = 0 (1.114) 
cosf = 二 | eosfat 


1l ELI r E l x e NE 
一 二 | cos ( a ydE 一 去 | (cosE — e)dE —— e (1.118? 


2.p— 359— 0 对 应 的 (二 ) 





a 1 a 1 —a[*,a 
(£y 2 L| Eyra - da -eorf ea 


2r 
= ta — ey (1 + ecosDdf = (1 — e^ (1.116) 


$p-—1q-— 0 对 应 的 ( 亏 ) 


c - He jdt = 去 | ( Tya - f (q ~ eos EdE = 1 + 1e. (1.117) 


这 三 个 例子 ,一 方面 可 使 我 们 看 出 求 平均 值 的 方法 ,基本 上 是 引用 时 间 上 与 近 点 角 豆 ,之 各 的 
变换 和 相应 的 几何 美 系 ; 另 外 ,还 可 以 看 出 对 什么 量 求 平均 值 很 重要 , 例如 cos 上 对 了 的 平均 值 
显然 为 零 ,而 对 上 前 平均 值 却 是 一 e, 这 正 说 明 李 圆 运动 的 不 均 久 性 。 

下 面 不 加 推导 地 将 上 述 四 类 函数 平均 值 的 一 般 表达 式 直 接 写 出 来 ,以 供 读者 查 用 ,具体 推 
导 留 给 读者 做 为 习题 。 








CL Y'singf —0 (p,q20,1,2, 7) (1. 118) 
osqf — (014-4 Vi 一 (一 一 一 一)  (g70,1,2.) (. 119) 
ci Ua IT s M 
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(p cosa = Y (q=0,1,2) (1.320) 


























[0 — (p22.qzp—1) 
— | 
a n 
3 y/cos tp S 4 2 C1. 121? 
Cz eese — (o err Pb CL» (emiLesR-D 
2) ^g n o: ra 2 2 
人 
=t "] 
(2*0 — MDcosqf —0 (B220,9220) (1.122) 
. 1 cosg , 
CL) GF — Msin f= (qmD (1.123) 
q "Rr MR 
n" 
Ef ~ MDsingf = Q.—6)7* DL cr 
X(T) o (pma (1.124) 





q-n—2m 
关于 p=0,1 HRR INBA RERA H E. DXRNESRHUER HE EUR X — f8 REC PILTr e i 
X: 

sin f— L5 197ta EM fa- Scostn—2m) f - sin(n— 2m) f] 


VS -8 


2» 25 (— eee f” |ta- 8 cos (n —2m) f+ sintn— 2m) f ] 








(i. 125) 
vef-il cos(n — 2m) f£ 
2 m= | 
a 
n 
-l >, a| tos (n — 2m ) f (1.126) 
2 m-ü m 
其 中 
1 0,n— 2m —0 
i 一 一 1— —1Y *, 人 ,一 (1. 127) 
ZL f : ' M 


为 了 读者 应 用 方 梧 ,在 书后 附录 中 将 列 出 上 述 几 类 函数 中 一 些 常 用 平均 什 和 钓具 体 结果 。 


1.5 广义 力 场 中 的 二 体 问 题 


前 面 已 提 到 ,对 于 广义 力 场 中 的 开 栖 问题 ,相应 的 运动 方程 (1. DREA FADE 
r=- hr NT (1.128) 


这 仍然 是 可 积 的 ,下 面 作 简 要 阐述 。 
因为 是 有 心力 , 故 动量 矩 积分 仍 存在 , 且 形 式 亦 与 前 相同 , 即 
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h—rxr—hR, h=const (1.129) 
因此 , 仍 为 一 平面 运动 ,六 REG SPERA RE. 
在 运动 平 曾 内 引 果 极 坐 标 (r, 人 ,同样 可 给 出 降 阶 后 的 三 阶 方程 : 

















P—r(R-——45 (1. 130) 
r'Üü-—h (1.131) 
方程 不 显 含 1, 可 直接 讨论 性 ,从 问 题 ,并 引进 变换 
n= 上 上 (1.132) 
r 
由 此 可 得 到 与 前 面 (1. 13) 式 类 和 似 的 微分 方程 
"T" (1.133) 
二 2 时 , 即 *“ 退 化 ?成 .13) 式 。 当 入 二 3 时 ,也 很 简单 ， 
uc f Ju=0 (1. 134) 
其 解 为 
& 一 二 一 ccos(og 十 cy) 
(L 135) 
—( A3) gt i 
w= (1 p GSD 
u=} cet pet | 
(1. 136) 
am GC) dio] 
u= estat) (Ë=) (1.137) 


HP e 和 cs 为 第 四 和 第 五 个 积分 常数 。 


对 于 一 般 情 况 ,由 于 方程 (1. 133) 不 含 自 变 量 2, 于 是 引进 变换 e yia" y 地 dy 后 , 即 得 -， 
可 分 离 变量 方程 ， 


y£- fatu (1. 138) 
积分 后 得 
xi 一》 i E te (1.139) 
由 此 可 给 出 相 庶 的 轨道 方程 ， 
$c) 6c, (1.140) 


最 后 将 r— ro Le MEAOPEO: 131), 立 即 可 写 出 该 一 阶 方程 的 求 积 形式 ,问题 即 全 部 
解决 ,尽管 在 一 般 情况 下 ,轨道 方程 (1. 140? 比 较 复 杂 , 相 应 的 最 后 一 个 积分 难以 用 简单 函数 形 
XX ,但 问题 的 可 积 性 已 十 分 清楚 。 

在 本 书 的 第 五 章 中 讨论 广义 相对 论 效 应 时 ,考虑 后 牛顿 改正 的 二 体 问题 所 对 应 的 运动 方 
程 将 比 上 述 形式 (1. 128) 更 加 复杂 些 ,那里 将 会 具体 给 出 相应 的 六 个 积分 。 除 这 类 可 积 情 况 外 ， 
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在 限制 性 三 体 问题 中 ,两 个 不 动 中 心 问 题 对 应 的 也 是 可 积 系 统 , 它 杰 人 井 地 球 卫星 动力 学 移 中 
则 轨 道理 论 中 将 会 得 到 应 用 针 , 下面 仍 介 加 到 牛顿 引力 场 中 的 二 体 问题 ,介绍 其 结果 的 一 些 应 
H. 


1.6 轨道 根 数 与 位 置 .速度 向 量 之 问 的 关系 








1. 由 轨道 根 数 zz) 计算 位 置 矢量 "(z> 和 速度 矢量 0) 


事实 上 ,这 是 一 个 星 历 表 计 算 间 题 。 关 于 oeCO ,如 果 其 中 时 间 根 数 采用 真 近 点 前 了 或 偏 近 
点 间 五 ,那么 问题 就 很 简单 ,由 公式 人 1.37) 和 (1i.46) 便 可 计算 rtt) 和 Fi)。 但 是 ,常常 被 采用 的 
却 是 平 近 点 角 对 ,而 不 是 了 或 瑟 , 其 原因 将 会 从 本 书后 面 的 一 些 章节 中 获知 。 因 此 ,由 计算 > 
和 ,就 必须 求解 由 (1. 28) 式 表达 的 Kepler 方程 ,给 出 所 需要 的 依 近 点 角 E. 


2. Kepler 方程 的 解法 


根据 (1, 29) 式 定义 的 平 近 点 前 M,Kepler 方程 (1. 28) 式 可 写成 
E—esinE— M C. 141) 
24 e=0 Ihr H AARE A E — Mix e e ERROR A SD e—1 时 , 则 转化 为 Barker Jf 
程 玉 。 对 十 椭圆 运动 , 则 有 ecl, Kepler 方程 实 为 一 超越 方程 。 
关于 这 一 超越 方程 ,其 解法 曾 出 现 过 成 百 种 , 当 仿 心率 较 小 时 ,前 面 的 级 数 展开 式 (1. 84) 
即便 于 偏 近 点 角 互 的 计算 。 但 是 对 于 各 种 不 同 的 偏心 率 和 不 同 的 精度 要 求 , 最 好 有 -- 种 较 通 
用 的 简单 算法 。 按 此 要 求 ,对 于 e 不 接近 1 的 轨道 ,普通 选 代 东 和 简单 的 牛顿 法 (或 称 微分 改正 





法 ) 便 是 较 理 想 的 近似 解法 。 
DARE 
由 于 e<l PERRERA , 
E,,,- M-FesinE,, &—0,1,:- (1. 142) 
(DF Biz 
id 
fGE) — CE—esinE) — M (1. 143) 
根据 
FO, fOEO FP GLOLE Et | (1. 144) 
F(E, )=1—ecosE; 
有 
Era SE A ， k—Q0.l0le (1. 145) 





关于 上 述 两 种 方法 中 初 值 E, 的 选取 ,本 章 参 考 文献 [7] 中 有 详尽 的 讨论 ,但 在 ~ 般 情况 
下 ,可 作 简单 的 选取 , 即 取 
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E,—M 
对 于 "接近 1 的 情况 以 及 其 它 一 些 有 效 方 法 ,读者 可 参阅 有 关 文献 。 但 必须 注意 ,任何 包 
含 适 代 过 程 的 近 伺 解法 ,对 收 伍 的 控制 标准 eL BE AE, — E, Ese 中 的 上 值 , 既 要 考虑 问题 
的 精度 要 求 ,又 要 考虑 所 用 计算 机 的 实际 有 效 字 长 ,否则 将 会 造成 "多 循环 ”。 另外 ,对 于 e 较 大 
的 问题 ,为 了 节省 计算 机 时 ,最 好 能 避 开 选取 平 近 点 角 M 作为 第 六 个 根 数 ,这 在 采用 数值 方法 
求解 以 轨道 根 数 作为 基本 变量 的 天 体 运 动 方程 时 基 可 以 实现 的 ,后 面 第 八 章 中 将 会 介绍 这 一 
内 容 。 


3. B rA rco VENERE eO 


《1) 根 数 ase, M 的 计算 

ae. M 这 三 个 根 数 可 以 确定 椭圆 轨道 的 大 小 、 形 状 和 天 体 在 轨道 面 内 相对 近 星 点 的 位 
署 , 都 是 轨道 平面 内 的 基 。 根 据 活力 公式 (1. 21) er 的 表达 式 (1, 2D ,r 和 的 数量 乘积 以 及 Ke- 
pler 方程 (1.141) ,可 给 出 分 别 计 算 aye,ad 的 表达 式 , 即 


2 
i25 v (1. 146) 


a r pf 
ecosE=1— 4 | 
Go > (1. 147) 
esinE—rr/ Vua 
M-— E-—esinE (1.1482 
这 里 用 到 r+ 和 F 的 表达 式 (1, 37) 和 (1. 46) 式 。 上 述 各 式 中 的 x,w 和 和 zr 由 下 式 计算 
r— (r4 yii 
v — at y eut | 
rr—rm-—3adyy-zz 
(2) 三 个 定向 根 数 £0. 的 计算 
从 1.1 和 1.2 中 的 有 关内 容 , 我 们 了 解 到 这 三 个 根 数 确定 了 户 ,Q. 上 R 三 个 单位 矢量 ,而 这 
三 个 单位 矢量 又 是 由 r 和 * 所 确定 的 。 由 (1. 37) 式 和 (1. 46) 式 容易 解 出 


{1. 149) 








p=, SE sing (1. 150) 
virg- E, 4 LE esE- OF G. 15D) 

而 动量 矩 积分 则 给 出 
R—Gx»n/ Y na —e) (1. 152) 


我 们 只 需要 已 .,@@. A RoR R. ITHE Rw., H ÊQ R 的 表达 式 (1. 432.0. 44 RLCIL D 
给 出 


P.-—sinisime, Q. no] 


R, sinzsinf 

ol (1.153) 
R,|— sinicosf} 
R, . co& | | 
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w=tg (P,/QO (1.154) 
n=tg ![R,/C- RD j (1.155) 
i=cos T R, (1.156) 


计算 on SAATE E — EF SUE 8 8 ER EA c LRL AARE m i 只 需 用 一 
个 cosi dura T ;甘于 这 一 点 ,读者 是 容易 理解 的 。 





4. 由 (Cn 和 rGOYEK s 





这 里 所 可 以 是 二 或 二 , 亦 可 取 其 它 值 , 例 如 中 间 值 nl. BrerGORB re 
计算 nose BAERE, FEZA HE EGRE ALT 
MEH r 和 7 计算 ro 和 ,从 而 按照 上 一 节 的 方法 计算 m。 根 据 关系 式 {1. 49), 丰 有 
r= E r HG. 
. r= pr ser) 
it FAC, FoG 即 由 公式 (1. 50 3k (2. 55) 表 达 。 相 应 的 Ai 分 别 为 An 和 Ax;, 即 
Alt hs. Mtis (1. 158? 


(1.157) 


由 (1.157) 式 可 解 出 
_ Gn-Gwr, 
"=F GFG, 
b= Fa — Fir, 
? F,G,— FG 
求解 Fa 和 ro 实 为 一 迭代 过 程 ,Fj),G;(j 二 1，2) 的 初 信 可 各 


F=1— Guja 





(1. 159) 


1 (1. 160) 
G—At— (Cu) Ar 


其 中 
u= lri, n= ler) (1. 161) 


具体 计算 已 ,CC 时 ,可 采用 展开 式 人 4.55) 或 封闭 形 武 (1 50 ~d. 53)。 

(2) 高 斯 (Gauss) 型 方法 ,这 是 在 高 斯 初 轨 计 算 方法 '*: 中 采用 的 , 它 是 众多 计算 方法 中 的 一 
种 较 典 型 的 方法 .因此 ,尽管 这 一 方法 比较 陈旧 ,而 当今 的 计算 条 件 亦 已 发 生 了 显著 的 变化 LES 
已 很 少 被 采用 ,但 就 其 原理 而 言 , 却 是 一 种 典型 。 为 此 ,我 们 结合 其 计算 构想 ,具体 介绍 下 面 的 
第 三 种 方法 。 

《3) 高 斯 型 计算 方法 的 改进 。 玲 一 与 时 间 上 有关 的 积分 Kepler 7r Je ca — (6 [a] BE 3 77 
学 特征 的 一 个 重要 关系 式 , 它 确定 了 由 时 刻 到 4 天体 运 动 所 苯 循 的 规律 , 即 

nt — (E, — E,) —e(sinE; —sinE,) (1.162) 
其 中 r 一 所 一 二 ,不 过 ,这 一 关系 式 在 其 些 问 题 中 不 便于 直接 引用 .为 此 ,人 们 在 此 基础 上 导出 了 
一 个 相应 的 关系 式 , 即 衣 伯 (Lambert) FRA: 
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ni—(£e—8)— (sine—sinó? (1. 163) 














其 中 
g£—6— E,— E, 
o. (1.164) 
sine—sinó —e(sinE, sinE,)| 
5 满足 下 列 关 系 式 : 
sin È= PEE (1.165) 
2 4a 
: $8 0, 六 十 天 一 了 E: 
sin 了 一 二 ia ? (1. 166) 
o= r;—-nl|-[GGi—z0 Cy y M GO 2) (1. 1872 





XT BH (87; EART iBp ES Sr [2 BRI C3 PD AREE 5. Hp X sine/2 和 sin6/2 71 
端正 负 号 的 选择 ,在 一 般 情况 下 是 比较 麻烦 的 ,但 在 二 体 问 题 意义 下 ,所 涉及 到 的 tr 一 4 一 显 
然 不 会 过 长 ,通常 是 较 短 的 ,例如 半 圈 之 内 , 甚 计 更 短 。 在 此 情况 下 ,(1.165) 和 (1. 166) 式 右 端 
Li X cose/2.cosó/2 都 取 正 号 ,那么 有 


E ð 
OC g n2 


本 章 参 考 文献 [2] 第 三 章 有 关 部 分 对 此 作 了 详尽 的 讨论 。 
E ry Mro EIRC 163 — OQ. 167) 式 ,用 微分 改正 法 求解 轨道 半 长 径 a。 即 





Fa) —nt—[(e— 6) — (sine— siné) ] (1. 168) 
Fa?) 
Gn LL LU ABC PN 一 "n 
a =a ta k ü, l, (1.169) 
其 中 
~ 1-3 1 1 ó 
—F (a) [sn Giorni rotg 3*3 0 nou 741 (1. 170) 


XTOHR a BS XERERTARLIRIRUF) off OL. T He EROR Fo pA OSEE c SUR S att RHE 
为 ass [E] HT 28 H £8 E 和 6, 
第 二 步 计算 £y 和 Maos 由 





«cos E, —1—7. 
. 《1. 171) 
. ecos Ecos (e— 8) —e,cos E, 
e sin E, = sin(e—à) 
可 计算 Pi 和 五 ,其 中 
excosE,—1— (1. 172) 
o 
而 esinE, 是 由 下 式 给 出 的 
egycosE, —ecos| E, + CE; 一 五 )] 
—escosE,cos( E; — E,) —e;sinEisin E, — Ej) 
这 里 的 (E; 一 E1) 妈 前 面 给 出 的 Ce 一人。 求 出 E, 后 即 可 由 
M,—(E,-—esinE) 4-n(t 24) 
(1. 1732 
n= S pag? 
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给 出 M» [SE T E 
E,—E,(c—8) 
给 出 E. 
最 后 计算 三 个 定向 根 数 ppt, 这 与 前 面 由 rr TEC Eo 的 方法 类 似 。 首 先 根据 r 和 
r: 计算 记 ,@ 和 和 及。 由 


r=a (cosE—ed Pa V1l—etsinEQ 


r,—as(cosE,—e,)P--a, V 1—eisinE,Q 


可 解 出 
Ê= (sinE,r, —sin E r,)/A 
v1 —edQ- 一 [cos E; — er, (cosE, —eMr VA Q. 174) 
A-aj,[sin(e—8)— (sine— sind) | 

A 


R= {ri Xr) lr Xr] (1.175) 
根据 PQ 和 RR, 即 可 算出 六 2 和 wo; 方法 同 前 ; 见 (1. 1542 C1. 156) 式 ， 


1.7 初 轨 计算 原理 和 两 类 基本 定 轨 方法 


这 里 所 说 的 初雪 计算 ,是 指 在 二 体 问题 意义 下 的 定 轨 问 题 , 即 假定 天 体 沿 着 一 不 变 轨道 运 
动 。 尽 管 随 着 天 体力 学 的 发 展 , 曾 出 现 过 洛 种 定 轨 方 法 ,但 在 二 体 问题 意义 下 ,就 精度 而 言 E 
们 入 乎 都 是 “等 价 * 的 ,并 没有 什么 优 省 之 分 。 对 于 光学 观测 资料 ,从 原理 上 看 ,基本 上 分 两 大 
类 ,一 类 是 通过 三 次 观测 首先 确定 页 元 时 刻 的 r 和 +, 继 而 给 出 相应 的 轨道 根 数 r; 另 一 类 是 通 
过 确定 三 次 观测 的 位 置 矢量 r,(j 一 1,2,3) 来 确定 某 一 历 元 的 轨道 根 数 ,前 一 类 的 代表 是 接 普 
拉 斯 方法 ,后 一 类 则 是 高 斯 方法 。 即 司 用 多 点 ( 鄙 多 次 观测 进行 定 轨 , 只 要 仍 在 二 体 问 题 意 立 
下 ,相应 的 定 胃 方法 也 不 会 发 生根 本 性 的 改变 ,只 是 定 轨 精度 会 有 所 提高 ,这 种 提高 主要 上 彼 决 
于 多 资料 的 统计 特征 。 

事实 二 , 由 于 近代 观测 技术 的 发 展 和 计算 条 件 的 改善 , 定 轨 方法 也 随 之 有 很 大 改进 ,而 且 
出 现 了 一 些 新 方法 。 但 是 ,本 书 仍 针对 光学 观测 资料 ,着 重 介绍 上 述 两 神 典 型 方法 是 完全 有 必 
要 的 , 它 可 使 读者 掌握 定 轨 的 基本 原理 和 由 观测 确定 轨道 的 关键 所 在 。 

从 微分 方程 初 值 问 题 的 角度 来 看 , 初 轨 计 算 就 是 根据 观测 来 确定 二 体 问 题 的 六 个 积分 常 
i RT UL RE tero ro LUTEA dT EUR POBRE as seo ios as Mot 或 5, 则 过 近 星 点 的 时 刻 )。 
和 如果 能 由 观测 直接 给 出 r 和 ,那么 就 不 存在 什么 初 轨 计 算 问 题 。 然 而 ,对 于 光学 观测 而 言 . 通 
常 是 无 法 直接 得 到 r 各 Ff REBARA G A oR REE r 和 ,对 于 光学 观测 ,只 能 给 出 
天 体 的 方位 ,如 地 平 坐标 系 中 的 4, 关 ,赤道 坐标 系 中 的 s,6。 因 此, 初 轨 计算 问题 实际 上 是 归结 
为 由 观测 值 (4,%) 或 (a, 人 计算 某 一 历 元 妆 的 六 和 六 ' 或 是 两 个 时 刻 的 位 置 矢量 ror AEE 
前 面 所 说 的 ,众多 的 初 轨 计 算 方 法 可 归结 为 两 类 的 原因 所 在 。 
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1. 拉 普 拉 斯 方法 


1796 E , 拉 普 拉 斯 提出 了 这 一 方法 ,后 经 多 次 改进 ,这 里 要 介绍 的 就 是 以 当今 计算 条 件 为 
背景 的 改进 后 的 拉 普 拉 斯 方法 。 
不 妨 以 光学 观测 中 的 赤道 坐标 资料 为 例 ,三 次 观测 即 可 崔 一 地 确定 轨道 。 三 次 观测 是 
ame, (j=1,2,3) 
见 图 1. 4, [E P. O 荐 中 心 天 体 的 质心 ,也 是 坐标 原点 ,O' 是 站 
心 ( 严 格 地 说 应 该 是 测量 仪器 的 “中 心 ”, 或 是 采样 ”处 ,下 面 5 
不 再 说 明 ),S 是 运动 天 体 . 对 于 大 行星 和 小 行星 的 运动 ,涉及 
到 日 心 坐 标 系 ,是 太阳 质心 ,DO 是 地 球 上 的 观测 站 。 对 于 人 * l 
造 地 球 卫星 的 运动 ,涉及 到 地 心 坐 标 系 ,O 则 是 地 心 ,O' 是 地 
面 测 站 。 相 应 前 测量 几何 关系 起 为 0 
r—pgR, (=1,2,3) (0.176) k 
其 中 o OU HR JE Sh Et A 图 1.4 观测 元 何 
p-—pl. (1. 177? 
cosó d 








了 一 = | cosĝ sina (1. 178) 


H 











sinô 
X 
Y 
Z 
如 果 将 椭圆 运动 关系 (即位 置 矢量 + 与 轨道 根 数 之 间 的 关系 ) 引 入 , 则 方程 组 (1.176) 将 共 
有 9 个 方程 ,包含 9 个 未 知 量 :6 个 轨道 根 数 和 3 个 距离 c, 原 则 上 是 可 解 的 ,但 这 是 一 超越 方 
程 组 ,直接 求解 不 可 能 。 实 际 做 法 是 首先 利用 (1. 176) 式 的 z 分 量 消除 定 轨 中 不 必 求 出 的 运动 
天 体 到 测 站 的 距离 ,由 此 可 得 


p= (1-179) 








WTA Z) HvA, 
v= +Y, 


P, =X, —AZ, 


Cl. 180) 
Q,-»Y,—4Z,] 
则 几何 关系 (1, 176) 式 变 为 
Vr, —AÀz,—P, t 
. (1. 181? 
»r,—g,—Q, (j—1.2.3) 


显然 ,上 述 三 次 光学 观测 所 满足 的 几何 关系 仅 有 六 个 独立 方程 ,当然 无 法 确定 9 个 未 知 量 
rir cypz) , 但 运动 不 是 任意 的 ,而 应 满足 椭圆 运动 性 质 ( 即 动力 学 条 件 ) 。 根据 二 体 问题 的 性 
质 , 兰 次 观测 对 应 的 位 置 矢量 m” mI d 3E Boc n CH] ELE e, 中 的 任 一 个 ,或 是 它们 的 中 间 值 ?对 
应 的 r Mr 完全 确定 , 即 满足 C], 49) 式 ， 

p=FrtGr G-1.2.3) (1.182) 
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EP F, 和 局 涉及 到 的 A, 应 为 
At, St, iy (j—1.2.3) (]. 183) 
将 Q.182) 式 代入 方程 (1. 181) ,经 整理 后 给 出 
(E ra AF rt UG r AG aP; 
On pr Goel 
这 就 是 目前 常用 的 改进 的 拉 普 拉 斯 方法 的 基本 方程 组 ,一 共 是 6 个 方程 ,6 个 未 知 量 rune 
z0) 和 rotxrosYosz0)。 但 它 只 是 一 形式 上 的 线性 代数 方程 组 ,其 系数 FF; HG, Rey ru n B 
应 的 封闭 表达 趟 即 (1. 50) 一 (1.53) 式 ,展开 形式 即 (1, 55) 式 。 
尽管 FG, 也 是 ,和 wr 的 函数 ,但 由 于 二 栖 问 题 意 闵 下 的 定 轨 癌 题 涉 及 到 的 弧 段 不 应 太 
长 ,一般 AÁ 较 小 ,因此 完全 可 将 方程 组 (1. 184) 当 作 比 性 人 发 数 方程 组 采用 和 迭代 方式 来 求解 m 
和 rs ATO ECRIRE 


(1.184) 





1 
FPel-sAn | 


(1.1852 
GP =a, — sad 
其 中 可取 近 似 值 ,如 取 近 似 的 a 值 。 若 对 该 天 体 的 轨道 一 无 所 知 , 初 值 (1. 185) 可 更 简单 些 ， 
s 
F=] 
Co | (1. 186) 


如 时 三 次 观测 弧 段 较 小 ,可 采用 F C 的 展开 形式 (1, SDAR MAE F, C” 代 
和 方程 组 (1, 184) 解 出 rolto yo sz IL ro Gro yoz) ,再 由 (1. 55) 式 重新 计算 玉 ;,G,。 关 于 展开 
RO. 55) 的 取 项 问题 ,可 视 精度 要 求 而 确定 。 荐 弧 段 不 太 短 ,而 精度 要 求 又 较 高 , 则 可 采用 F, 
G 的 封闭 表达 式 (1. 50) — 1 53), 但 在 这 一 选 代 过 程 中 可 同时 给 出 轨道 半 长 径 a, 计 算计 程 不 
算 复杂 ,尤其 在 当今 计算 条 件 下 ,这 一 迭代 过 程 是 相当 简单 的 ,不 过 要 注意 ,在 初 值 不 准 的 情况 
下 ,一 般 不 宜 在 选 代 开 始 时 就 采用 FG 的 封闭 表达 式 ,否则 在 选 代 过 程 中 会 因 出 现 十 一 全 一 


<0 等 问题 而 合计 算 中 断 。 
FERRA FRH: 
max(AF,,AG) «e (j—1.2,8) (1. 187) 





其 中 
AF,-|FP—PF"|, AG,|Gf—G?"| (1. 188) 
是 迭代 次 数 ,s 就 是 定 轨 要 求 的 精度 。 选 代 收 俩 后 , 即 可 由 最 后 得 到 的 ro。 和 7 按 1.6 中 的 方 
法 计算 出 相应 的 6 个 轨道 根 数 ao seo rio rdo rto s Mao 
在 二 体 问 题 意义 下 , 控 普 拉 斯 方法 的 定 轨 原 理 基 产 格 的 ,所 定 出 的 轨道 显然 要 通过 三 次 观 
测 对 应 的 空间 点 。 正 是 由 于 这 一 原因 . WEMA XEHE ,这 就 使 得 资料 误差 会 明显 地 牌 昌 真实 
轨道 , 即 定 轨 精 度 受 到 严重 影响 ,尤其 是 轨道 半 长 径 a 和 偏心 率 *。 例 如 人 造 地球 卫 星 椭 圆 轨 
Ë. YA ara a 是 地 莽 赤 道 半 径 , 但 有 时 因 弧 段 短 .资料 精度 又 差 , 计 算出 的 轨道 会 呈现 a 
a, 的 现象 。 从 前 面 的 述 代 计算 中 也 可 看 出 这 一 问题 ,由 于 下 ,,G, 的 特点 ,通过 方程 (1. 184) 求 解 
时 ,资料 误 养 ( 反 苇 在 矶 :访客 上 ) 对 Tas yarzi 的 影响 比 对 ono yoz 的 影响 大 ,从 而 导致 < 和 * 
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有 较 大 的 误差 。 但 是 ,这 一 问题 并 不 是 拉 普 拉 斯 方法 特有 的 ,而 是 根据 - 体 问 题 原理 通过 二 次 
光学 观测 (相应 的 弧 段 较 短 ) 严 格 定 轨 的 一 类 方法 所 共有 的 问题 ,只 是 表现 形式 不 同 而 已 . 旭 上 
述 信 造 地 球 卫 星 的 例子 . 改 用 高 斯 方法 或 其 它 类 似 方 法 ,也 同样 会 定 下 a 之 a 的 结果 ,这 已 被 
大 熏 计 算 实例 所 证 实 。 

状 虚 到 现代 观测 技术 的 发 展 ,无 论 对 自然 大体 或 是 入 造 天 体 , 特 别 是 后 者 ,即使 在 汪 弧 段 
内 , 亦 可 得 到 较 多 的 观测 资料 .那么 仍 可 在 二 体 问题 意义 上 ,采用 多 点 定 轨 , 此 时 只 是 基本 方程 
组 人 .184) 的 个 数 增加 ,一 1,2, NN 3X E] RE A E or CE HA HB ro 和 的 最 佳 
解 。 这 样 可 以 充分 利用 多 资料 的 统计 特性 , 定 出 的 轨道 并 不 需要 通过 某 些 观测 点 ,因而 不 会 因 
一 ,二 次 观测 的 不 准 而 导致 较 大 的 定 轨 误 差 。 采 用 多 点 进行 初 轨 计算 时 ,前 面 所 提出 的 控制 标 
准 (1. 187) 式 将 改 为 











GF, AGO ee | (1.189) 
这 里 AF 和 AG 分 别 为 AF, TI AG, Cj 1.2, MR FEH, E Ho fe Pn f PLE EAR T 
别 AF 和 AG 特别 天 的 "错误 ?资料 (或 称 野 值 ) ,这 样 效果 更 好 。 





2. 高 斯 方法 


高 斯 于 1802 年 提出 了 这 一 方法 ,计算 过 程 非常 复杂 ,后 经 多 次 改进 ,使 方法 得 以 简化 ,下 
面 介 绍 改进 的 高 斯 方法 ， 仍 以 三 次 兴学 观测 的 赤道 坐标 资料 为 例 , 即 
tm, (j=1:2,3) 
相应 的 测量 几何 关系 式 仍 为 (1. 176) 式 , 即 
r,—p,- R,— p,L,- R, 


间 样 消去 o, 得 
VT X, —AZ) l 
uy = z H OY, S E) 
记 
U,—A/w, V =Y, 
Í U. i | (1. 190) 
P =X, -U Z, Q=Y,—VZ, 
EREA 
z =U z, P 
Uet P (1.191) 


y, =V z +Q] 
高 斯 方法 就 是 通过 三 次 观测 给 出 志和 wr, 从 而 按 上 一 节 的 方法 计算 出 6 个 轨道 根 数 。 由 
于 二 体 问 题 对 应 的 基 平 面 运 动 ,三 个 时 刻 的 位 置 矢量 是 线性 相关 的 , 即 存 在 三 个 不 全 为 零 的 常 
数 di ,ds sa, 使 得 
dtd td; =0 (1-192) 
不 妨 假定 dO. ERTE X 
mr? 一 CiFi teers (1.1932 
c; 和 JER. Q 191) 式 对 j-25 
Te Uz +P; 
MM 
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IB 


用 (1.193) 式 ,上 式 变 为 





Cun deus mU, Gi bez t+ Pl 
eyi Heas = Vor: Her) HR Í 
再 利用 51. 191) 式 消去 上 式 中 的 m yi 和 riy 得 
e (CU zx PO He QO un P= Ue) He P, 
e C i EQUO) He O2, QU — 6 QOO, m + A | 
TERE BU BIS Hi RAIL AE TAE EIE 
€ (U, —U De, dcc (7, —U, e — P,— GP, Te; P) 
ey (CV , — V4) 4- c, ,— Va — QS (ct) | 
只 要 c, 和 cs CA Ra H zlyzi, 再 由 (1. 191) 式 可 给 出 aos TH ra yi EUR TRE r FU r 
至 此 只 用 到 几何 条 件 ,而 通过 动力 学 条 件 可 以 确定 (1. 193) 式 中 的 常数 c 和 cs。 较 旱 的 高 
斯 方法 涉及 到 计算 扇形 面积 和 三 角形 面积 比 , 过 程 相 当 复 杂 , 这 里 介绍 改进 后 的 形式 。 由 
CO. 49) 式 得 


(1. 194) 


m=FrtGrs 
por) Q1. 195 
ET FG, 涉及 到 的 Ac; 为 
At =f s Åh =t t (1.186) 
将 (1. 195) 武 代入 (1. 193) 式 得 
ra =c, Fir H Gir) telr HG) 
该 式 两 端 分 别 与 mr 和 r 进行 矢量 乘积 ,得 
ra Xr GG dToGor Xr —0 
ra Xr = GU Fite F r Xr, 
Brux r 是 非 零 拓 量 , 故 有 
eG d-e460,— 0 
ceu F, Hef =] 
由 此 解 出 
o = e i | 
Pa 一 Ra | 
G, | (1. 197) 
5 FG-FG, 


于 是 将 eio 的 计算 转化 为 FoG 和 F,,G; 的 计算 ,而 它们 又 是 FP. 和 At, 的 函数 ，。 因此 , 具 
体 求解 仍 是 一 授 代 过 程 ,与 拉 普 拉 斯 方法 有 些 类 似 之 处 。 
首先 按 (1. 185) 式 或 (1. BOAR EPE FO GP ,Pi ,Gi ,由 (1.197) 式 计算 e 和 es E 
而 由 茜 本 方程 组 人 1. 194}) 解 出 E] 和 z;: icl. 19D X di Tisy 和 xz ys BR. ri 和 rr。 下 一 
步 计 算 需 要 知道 和 mr 可 由 (1.193) 式 给 出 ,而 rs 则 可 用 数值 微分 由 ,rz,r; 给 出 ,由 此 重 
新 计算 .G07==1,3), 如 此 远 代 下 去 ,直到 两 次 FG, 的 差别 达到 精度 要 求 为 止 。 
这 里 必须 说 明 的 是 ,过 代 过 程 中 7 的 计算 车 采用 前 面 的 Q.159) 式 , 即 
.  Fy—Fr 
nUEG-FEG, 
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而 重新 计算 FG, 又 按 拉 普 拉 斯 方法 进行 ,那么 这 种 迭代 过 程 实际 上 就 是 在 计算 出 疡 和 普 的 
同时 计算 出 rs 和 ,这 与 拉 普 拉 斯 方法 已 无 实质 差别 。 至 于 是 否 改 用 Mr 计算 当道 根 数 要 
Eg ru 和 wr 计算 轨道 根 数 好 ? 回答 是 否定 的 。 对 于 一 体 问 题 定 轨 , 在 一 定 精度 意义 下 ,一 点 是 
4 gn -” 的 ,上 述 几 种 方法 不 可 能 得 出 不 同 的 轨道 ,这 从 几 种 方法 的 原理 和 具体 计算 过 程 呆 
以 看 出 ,而 县 已 由 大 量 的 计算 结果 所 证 实 。 

有 大 上 而 介绍 的 方法 术 难 看 出 ,在 二 体 问 题 意义 下 的 定 各 ,还 是 改进 后 的 拉 普 拉 斯 方法 简单 
实用 。 但 正如 前 面 所 分 析 的 那样 ,所 有 采用 一 次 观测 的 怎 弧 定 轨 方 法 都 有 - -个 无 法 到 服 的 困 
难 , 即 轨道 半 长 径 a 难以 定 准 。 如 果 有 连续 两 图 以 上 的 观测 资料 (对 于 人 造 二 球 卫星 是 容易 实 
现 的 ), 可 以 用 来 定 出 天 体 运动 的 周期 ,从 而 计算 出 轨道 半 长 径 &, 在 a 已 知情 况 目 确定 两 次 戏 
测 的 位 置 矢量 ,由 此 计算 出 轨道 根 数 ,效果 会 明显 变 好 ,请 见 本 章 参考 文献 [2] 第 三 章 。 

根据 上 述 两 种 典型 方法 和 具体 过 程 ,已 能 了 解 到 二 体 问题 意义 下 三 点 定 轨 或 多 点 定 轨 的 
关键 所 在 , 它 不 外 平 几 何 条 件 ( 包 括 平面 运动 特征 ?和 机 图 运动 力学 条 件 的 应 用 ,而 力 党 条 件 基 
本 上 体现 在 开 善 勤 方程 . 朗 伯 方程 和 位 置 矢 莽 r 对 某 一 时 刻 ror 展开 式 的 引用 上 ， 
























































3. 两 点 说 明 


(1 其 它 类 殊 观 测 资料 的 定 轨 问 题 及 各 种 改进 方法 .对 于 人 造 天 体 , 由 于 距离 测 站 较 近 ,可 
用 现代 观测 技术 进行 测 距 o 和 测速 观测 , 述 可 以 进行 多 种 设备 的 组 合 测量 ,甚至 可 以 通过 观 
测 直 接 给 出 位 置 矢量 +, 这 将 大 大 简化 定 轨 计算 。 关于 这 些 定 轨 和 问题 ,在 本 章 参 考 文献 [2] 的 第 
三 章 中 有 较 仔 细 的 讨论 ,这 里 不 再 前述 。 除 此 之 外 ,还 有 一 些 改进 方法 ,但 就 其 原理 三 言 , 与: 
节 介 绍 的 两 类 典型 方法 没有 实质 性 差别 ,请 见 本 章 参 考 文献 [8 一 [10]。 

OVIT A35 BUR TE mz: ,常常 可 以 得 到 连续 几 针 甚 至 几 天 的 较 长 狐 段 的 资料 ,内 此, 根 
据 多 点 并 同时 考虑 一 些 主要 摄 动 源 来 进行 定 轨 , 也 是 当今 定 初 轨 的 一 个 重要 方法 ,不 过 这 里 的 
“ 初 轨 ” 之 意 已 不 是 前 面 所 说 的 二 体 疝 题 意 义 下 的 定 轨 , 光 是 一 种 简单 的 轨道 改进 ,给 出 学 摄 二 
体 问 题 的 “ 初 轨 ”。 关 于 轨道 改进 问题 ,请 见 本 书 最 后 一 童 。 








1.8 抛物 线 轨道 和 了 双 曲 线 轨 道 


尽管 从 天 体力 学 方法 这 一 角度 来 看 ,显然 应 该 着 重 讨论 椭圆 轨道 及 其 变化 ,但 在 有 些 问 题 
中 亦 涉及 到 抛物 线 轨 道 和 双 曲 线 罗 道 ,特别 是 后 者 。 因 此 ,作为 二 体 问题 ,对 这 两 种 轨道 作 一 简 
单 介绍 也 是 有 必要 的 。 


|l. Maik v 


此 时 ,e 王 1,4 王 0, 故 面 积 积 分 (1. 19) 式 和 轨道 积分 (1, 17) 式 变 为 
rü— hp. p=2g (1.198) 


r C1. 189) 


a PB. 
]-FeosCO- -wm) 
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该 抛物 线 的 焦点 仍 在 中 心 天 体 上 ,请 是 半 通 径 ,4 RIT EE ER, Og XC 了 为 真 近 点 角 , 有 


f=8—w (1. 200) 
那么 (1.198) 和 (1. 199) 式 即 可 分 别 写 成 下 列 形式 ， 
i= Og (i. 201) 
-六 a f 
r=] 于 EGR 一 dsec 3 (1. 202) 
将 后 一 式 代 和 前 一 式 , 积 分 得 
2tg te i- Sq Ur) (1. 203) 


Etr 是 最 后 一 个 积分 澡 数 ,与 椭 辐 运动 类 似 , 它 也 是 运动 天 体 关 过 近 星 (az) 点 的 时 刻 。 央 此 ， 
抛物 线 轨道 根 数 由 于 二 1 EUM 5 TP BE (Os. 


2. 双 曲 线 轨 道 


此 时 e>1, 相 应 的 面积 积分 (1. 19) 式 和 轨道 方程 (1, 17) 式 变 为 








i= fup (1. 204) 
rip (1. 205) 
其 中 " 
p=ate—1) (1. 206) - 
fg (1, 207) 
这 里 的 p IAFFE, p 和 a 的 几何 意义 见 图 1.5,f 是 真 
YT £3 fl «c 是 近 星 点 角 距 , 而 相应 的 近 星 距 为 
ry=ale—1) 《1.208) 图 1.5 AIE m HAREM 
活力 公式 (1. 21) 在 这 里 变 为 下 列 形式 ， CERES OX RUBUS AUR 
o= ruo (1. 209) 
类 似 于 对 精 贺 运动 的 积分 方法 ,由 (1, 209) 式 利用 (1. 20:0 CHEERS 0 (8 
nadt 一 rdr (]. 210) 
V Gr a)a! — ate 
其 中 
n= na Vt (1.2112 
引进 辅助 基 E 
r=atechE —1) (1. 2122 
EACL 210)? 式 ,积分 得 
eshE— E-—n(t—:)—M (1.2132 


其 中 + 为 第 六 个 积分 常数 , 亦 是 过 近 党 点 的 时 刻 。 虽然 这 里 引进 的 请 与 椭圆 运动 中 的 偏 近 点 
f E BADE EER SE 和 MM 之 间 的 关系 与 李 圆 运动 中 的 相应 关系 类 似 , 即 
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reos 了 一 afe 一 ch 五) ! 





(1.214) 
rsin =a VEETshE| 
L f E 
te 75 Tt (1.215) 
由 轨道 方程 (1. 205) XE HB l -ecos / — 0.700 FERT AI: 
一 区 十 cos CL) ftir cos i (1. 215) 


方程 (1. 213) 类 似 于 椭圆 运动 中 的 Kepler 方程 ,但 由 于 e>1, 不 能 用 一 般 的 选 代 法 求解 ， 
若 用 微分 改正 法 ( 即 简单 的 牛顿 法 ), 亦 容易 由 给 定 的 。,M 求 出 上 。 若 取 初 信 ESE” URGE 
公式 为 | 
M— GshE'? — EC) 
/^—o«hEU—]) -— G.21D 
EUEO.-AE | 
Wl: H e—1.5, M—/4—0. 785398163,3K E fii. 
经 计算 , 取 EO? = M ,相应 的 改正 过 程 如 下 : 
E? =1. 056 758 913 
E? -—1.018 032 116 
E? —1.016 994 172 
E? =]. 016 993 449 
EV AH esbE— E--0. 785 398 163 ,与 M 的 值 在 9 位 有 效 数 字 上 完全 相同 。 当 然 ,还 可 充分 
利用 当代 计算 机 的 条 人 忻 , 采 用 葛 快速 的 “迭代 "算法 ,这 里 只 是 举 一 个 简单 的 算 例 供 读 者 参考 . 


AE 


3. SNXBIGEEAEMUAS 


XT EXEPAERIUPGR iz SEX RI LECCE r 的 表达 式 与 椭圆 轨道 相同 , 即 
r—rcosfP +rsin fÂ (1.218) 
其 中 户 和 人 @ 即 近 星 点 方向 和 半 通 径 方向 的 单位 所 其 ,它们 的 表达 式 与 椭圆 运动 中 的 形式 相 
同 , 如 (1. 43280 CI. 44) 两 趟 。 
速度 矢量 上 的 表达 式 , 两 种 轨道 稍 有 不 同 , 对 于 抛物 线 轨道 和 双 曲 线 轨 道 分 别 为 


D & ou a 
iat eene (1.2180) 
p-—2q 
Mr n A 、 
ie sin? P 4- Ccos / xm à. 220) 
pate^—1) 
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第 二 章 “” 受 摄 二 体 问题 的 基本 方程 与 
MERTE RAAE 


绪论 中 已 给 出 受 摄 二 体 问题 运动 方程 的 一 般 形式 ， 
r=FCr) Flr rte) (2. 1) 


F=) (2. 2) 
r r 


其 中 =GCM 十 m),M 和 zm 各 为 中 心 天 体 和 运动 天 体 的 质量 。F, ERES ERE AERE 
体 的 摄 动 源 所 确定 。 上 述 方程 是 单个 运动 天 栖 的 情况 , 若 所 讨论 的 系统 涉及 多 个 运动 天 体 , 例 
如 太阳 系 ,讨论 九 大 行星 (相应 的 质量 分 别 记 为 moi 1,2, ,9) 的 运动 时 ,这 一 10 体系 统 可 
归结 为 8 个 受 摄 二 体 问 题 ,中 心 天 体 为 太阳 ,相应 的 质量 记 为 好 ,此 时 运动 方程 可 写 为 下 列 形 
X: 


R—FRFE. G—12-,9 (2.3) 
F,——4 5 (2.4) 
$8 
_ S, An ti 
F= 2a Gm, ACID (2.5) 


其 中 
u=G(M+m) |] 
A,—r,—r; GAD Í 
尽管 如 此 ,我 们 仍 可 以 单个 天 体 的 运动 方程 (2. 1) 作 为 背景 来 讨论 相应 的 摄 动 运动 方程 的 建 
立 , 这 是 不 难 理解 的 。 


(2. 6) 





2.1 摄 动 运动 方程 的 建立 一 常数 变易 法 


BIB Be x OI T HIRED ER] F==0, 相 应 的 运动 方程 为 


F 一 一 此 (二 (2.7) 
T Y 
第 一 章 已 给 出 该 问题 的 解 ,其 形式 可 归结 为 
r— fcc stat) (2.8) 
r=gleiycas cert) (2. 0) 


其 中 
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. d af 
rr Xx 
ATARI e ense STAGER EO H TRAE. A aredi R wr, BATRE r 为 
运动 天体 过 近 星 点 的 时 刻 , 若 用 平 近 点 角 MRE ME 8) 和 (2 D PER RE EERE 
解 中 并 不 是 以 M 的 形式 出 现 . 而 是 以 真 近 点 了 或 依 近 点 角 五 的 形式 出 现 。 
回 到 原 方程 (2. 1) ,Fl 了 0, 解 (2.8) 和 (2.9) 当 然 不 满足 该 方程 。 如 果 要 使 这 -… 泡 摄 运动 解 
的 形式 (2.8) 和 (2.9) 仍 满足 原 受 摄 运动 方程 (2. 2), 则 cves,… es 不 再 是 常数 ,应 为 1 BR C. 
这 就 是 常 微分 方程 求解 中 的 常数 变易 法 ,根据 这 一 原理 导出 的 诛 积 分 常数 c,(7 王 1.2." OA 
满足 的 微分 方程 . 即 被 称 为 摄 动 运动 方程 。 其 建立 过 程 简 叔 如 下 ， 
(2. Bou R EUST 


(2. 10) 





(2.113 


册 于 (2.9) 式 亦 满足 受 摄 运动 方程 , 故 应 有 
e m gst) (2. 12) 
此 式 青 对 上 求 -~- 次 导数 ,并 让 其 满足 党 摄 运动 方程 (2. 1), 即 
dr dg og S 3g de, 
d? dr X $i æ, de 








由 此 可 知 , 常 数 变 易 的 两 个 条 件 即 为 
(2. 14) 


Ep af /àc, 和 部 /ri 都 是 c 和 上 的 已 知 孙 数 , 这 些 往 导数 中 除 好 /人 和 曲 / 庆 外 ,在 第 一 渤 中 
均 已 给 出 。 原 则 上 可 由 这 一 方程 组 导出 de/d 的 最 形式 ，: 
dee. festa ti) j7l2.6 (3. 15) 

此 即 我 们 所 需 瘟 的 摄 动 运动 方程 .但 直接 椎 导 是 比较 困难 的 ,在 一 些 天 体力 学 书籍 中 有 详细 的 
Hk Seupfi.dE S7: RACE UD ANA, — 238 EIOSEERST 7I DL EE SI ISSUE S, COR / 0 CREE f 
速度 F, 进行 推导 ; 另 一 类 则 是 直接 以 摄 动 如 速度 Fa. 853 — 5 BOE GI S, T.W ,它们 分 别 为 径 
向 .横向 和 轨道 而 法 记分 量 )? 进 行 准 导 ,作者 曾 在 本 章 参 考 文献 [1] 中 给 出 这 类 方法 的 一 种 具体 
推导 过 程 。 

对 于 摄 动 运动 方程 的 建立 ,如 果 采 用 分 析 力 学 方法 ,根据 常数 变易 原理 ,可 以 相当 简单 地 
给 出 所 需要 的 摄 动 运动 方程 ,在 一 些 天 体力 学 书籍 中 亦 有 介绍 。 

尽 千 本 书 是 讲述 天 性 力学 方法 的 ,上 述 摄 动 运动 方 程 的 具体 推导 过 程 并 不 是 本 书 的 内 容 ， 
伍 再 简单 地 提 一 下 是 有 必要 的 , 疡 可 进步 让 读者 了 解 党 数 变 易 的 舍 义 太 其 在 求解 受 撒 运 动 
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方程 中 的 作用 ,其 中 最 主要 的 一 点 是 :无 摄 运动 解 的 形式 (2. 8) 和 (2. 9), 即 第 一 章 中 的 (1. 37) 
和 (1.46) 式 , 仍 适 用 于 受 摄 运动 , 它 是 受 摄 运动 的 瞬时 轨道 根 数 与 位 置 撩 量 和 速度 矢量 之 同 的 
一 个 严格 关系 式 ,所 不 同 的 只 是 对 于 无 摄 运动 (一 1,2,… 6) 是 常数 ,而 在 受 摄 运动 中 .三 
cj 和) 是 时 间 :的 桥 数 。 航 然 如 此 , 受 摄 运动 的 轨道 有 可 看 成 一 个 变化 的 椭圆 (或 二 次 圆锥 上 曲 
线 ) ,第 一 章 中 给 出 的 椭圆 运动 的 各 种 几何 关系 和 偏 导数 关系 ,在 受 摄 运动 中 全 部 成 立 .但 要 注 
意 , 对 时 间 : 的 导数 却 不 再 成 立 , 特 别 是 动量 矩 积 分 (或 面积 积分 ) 的 形式 应 正确 地 理解 为 

r= V pa(1—e) | 

f=} +e+íkosi 


(2.16 


只 是 在 无 摄 运 动 中 才 退 化 为 
”j= x paile) 

对 于 受 摄 二 体 问 题 ,相应 于 方程 (2.7? 的 无 摄 运动 轨道 实 为 真实 轨道 的 一 种 近 UL. ROS 
程 (2.7) 能 包括 原 方程 (2. 1) 中 摄 动 加 速度 F 的 一 部 分 ,而 且 仍 是 可 积 的 ,那么 相应 的 轨道 就 
更 接近 于 真实 轨道 ,这 被 称 为 中 间 轨 道 。 若 沁 

F= (Fo TG), (2.17) 
其 中 (CF) 对 应 可 积 部 分 ,有 
r=F, + (F) (2.18) 
相应 的 解 为 
rfc ucc 
SOAM. (2. 19> 
这 就 是 中 间 轨 道 解 ,c cn 为 六 个 积分 常数 。 之 所 以 称 其 为 中 间 轨 道 EAA ENTE 
摄 轨道 与 真实 执 道 之 间 。 在 中 间 轨 道 基础 上 求 原 受 摄 运动 方程 (2,17? 的 解 ,同样 可 采用 上 述 常 
数 变易 法 ,建立 相应 的 求 剩余 摄 动 的 中 间 轨 道 摄 动 运动 方程 ,有 
Sande s 
(2. 20) 


其 中 入 导数 af. /ac , Hi ag. / ac, 要 比 前 面相 应 的 椭圆 轨道 的 af / ac; 和 新 /rj 复杂 ,直接 从 
(2. 20018 Ui de; /dr— f Ce! ,t3e) 这 一 显 形 式 更 困难 ,同样 可 采用 分 析 为 学 方法 简单 地 给 出 这 一 
方程 .但 是 ,天 体力 学 发 展 到 今天 ,中 间 轨 道理 论 并 未 广泛 地 应 用 于 解决 实际 问题 ,其 原因 是 中 
[8] BUE fe C2. 19) 较 复杂 ,在 已 给 出 的 中 间 轨 道中 几乎 都 涉及 到 梢 千 积 分 ,而 不 像 无 摄 运动 轨道 
那样 ,只 水 及 到 最 简单 的 三 角 画 数 .因此 ,尽管 它 比 棋 贺 轨道 更 接近 真实 轨道 ,但 仍 不 能 满足 当 
今 的 高 精度 要 求 , 而 在 中 间 办 道 基础 上 求 剩余 摄 动 相当 麻烦 ,总 的 效果 通常 还 不 如 受 摄 二 体 问 
题 寞 型 . 正 因为 如 此 ,作为 天 体力 学 方法 ,将 不 再 具体 介绍 这 一 内 容 , 关 于 已 出 现 的 几 种 中 间 轨 
道 , 请 读者 参看 有 关 文 献 ,本 章 参 考 文献 [1 第 十 三 章 中 亦 有 介绍 。 

对 于 受 摄 二 体 问 题 ,还 有 一 种 求解 方法 ,有 即 不 是 直接 从 不 方程 (2.1) 出 发 建立 相应 的 摄 动 
运动 方程 , 进 面 求 摄 动 解 ,而 是 引进 摄 动 坐标 的 概念 , 即 

u-—r-—r. i (2. 21) 
TE r 对 应 参考 轨道 。 若 取 无 摄 运动 作为 参考 轨道 , 则 有 
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u—r-r, (2. 22) 


u—r-—r, 
r r. 

一 一 《一 党 ?二 六 (2. 23) 
其 中 

. d» . F, 

ry n (2. 24) 
方程 (2. 23) BIDHB 38 Pian Ré ox Beto ORE RRE 

u—utD. uu) (2.25) 


便 可 由 此 得 出 原 受 摄 二 体 问 题 的 解 ; 

r(t) —r,it)d-uG) 

PPM 
此 即 坐 标 摄 动 法 。 如 何 根据 方程 (2, 23? 在 参考 轨道 基础 上 求解 w(t) ,可 参看 本 童 参 考 文献 [2] 
第 十 三 瘟 。 但 从 分 析 方 法 的 角度 来 看 ,求解 w(t} 的 过 程 不 比 求 解 概 动 运动 方程 (2. 15) 简 单 ,本 
章 参 考 文献 [3] 曾 就 人 堵 地 球 卫 星 在 地 球形 状 遍 率 摄 动 这 一 简单 的 力学 模型 ,给 出 过 相 冰 的 求 
解 过 程 , 它 清 楚 地 表明 了 这 一 点 .不 过 ,引进 摄 动 坐标 这 -- 叫 想 ,对 用 数值 方法 求解 受 报 运动 方 
程 到 是 另 尽 了 一 条 有 别 于 直接 求解 rlt) 或 c(t) 的 途径 ,这 将 在 后 面 第 八 章 中 介绍 , 即 恩 况 
(Encke) 廊 法 和 改进 的 恩 克 方法 。 


(2. 26) 


2.2 摄 动 运动 方程 的 各 种 形式 


这 一 节 将 直接 写 出 常用 的 几 种 摄 动 运动 方程 ,以 便 下 面 几 童 介绍 求解 摄 动 运动 方程 的 各 
种 方法 。 有 关 这 些 方 程 的 推导 原理 以 及 一 些 关 键 之 处 ,在 上 一 节 中 已 作 了 较 详细 的 阐述 ,因此 、 
略 去 推导 过 程 不 应 成 为 问题 。 


1. 8R / da 型 


若 摄 动力 是 保守 力 , 则 相应 的 摄 动 加 速 尊 F 可 由 下 式 表达 : 
F,-—gradR (2. 27) 
这 里 的 期 摄 动画 数 , 一 般 有 ! 
R=R(r,tE) 
其 形式 由 具体 的 摄 动 沾 所 确定 。 例 如 ,在 具有 非 球 形 中 心 天 体 的 受 摄 二 体 疝 题 系统 中 ,中 心 天 
体 的 引力 位 是 
V=V, ir) tAV (r,t) (2. 28) 
KP Vesar 为 球形 部 分 ,AV 即 非 奸 形 部 分 , 且 有 
IAV |/V,—e«1 
那么 ,AV 就 是 该 系统 的 摄 动 函 数 , 即 
Rir tiS AV (2. 29) 
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又 如 , 摄 动 源 为 第 三 体 引力 时 ,相应 的 摄 动 函 数 为 


oarl rer 
R-—Gm CAO | (2. 30) 
A-r—r, r-—ir[, A-|r—r| 
EP m Ar 分 别 为 摄 动 天 体 的 质量 和 位 置 失 二 。 在 受 摄 二 体 问题 系统 中 ,有 m MEE ex 
(ar) ,或 两 者 兼 而 有 之 。 
在 存在 尺 的 情况 下 ,利用 常数 变易 原理 导出 的 方程 , 即 为 拉 格 妆 日 (Lagrange) 型 的 摄 动 
运动 方程 ,其 形式 如 下 : l 





do 2 aR | 
dt naaM 
de l1—e3R STER 


dt na'e 3M nae Dw 
di _ 1 

dé pa? yI esini 
di l aR 
dt — na^ 1—esin; 9 


de  4]—e'a3R .díi 


di^ nahe m dt 

dM 1l—ea3R ?RR 

dí ^" nale œ nada 
这 里 第 六 个 根 数 没 有 取 运 动 天 体 过 近 星 点 的 时 刻 r, 亦 未 取 Mo nnn V na vii Ra 
择 了 平 近 点 角 于 。 其 原因 很 简单 ,一 是 因为 在 受 摄 运动 中 ,r 和 M 都 是 变化 的 ,已 无 实用 意义 ， 
而 平 近 点 角 M. 的 意义 仍 是 明确 的 ,引用 方便 ; 另 一 原因 是 因为 

M=n(i—r) 
它 是 两 个 根 数 a 和 r 药 组 合 ,在 相应 的 摄 运动 方程 申 出 现 的 aR/2a 就 不 再 涉及 到 R 中 通过 
fex a 的 问题 ,因此 时 M 本 身 是 独立 的 。 
摄 动 运动 方程 (2. 31? 有 一个 明显 的 特点 :在 前 三 个 方程 的 右 端 项 中 ,只 涉及 到 R/R, w, 

MD ,而 在 后 三 个 方程 的 有 端 项 中 却 只 涉及 到 红 /a,e, 站 ,有 一 种 “对 称 ” 性 。 








(2. 31? 











2. GST WO)BIRIQU.N WO 


EAD F EST EE ISTUD . BI EE EST 72 o n] FH BESIDES HE ^) Rt RETE E ER or 
相应 的 摄 动 运动 方程 。 当 然 , 它 可 由 上 述 Ro 型 的 方程 转化 而 得 ,在 很 多 天 体力 学 书籍 中 就 
是 这 么 写 的 ,但 对 非 保守 力 情 况 不 易 说 清 这 一 原理 , 因 它 不 存在 尺 ,因此 ,还 是 直接 通过 摄 动 圳 
速度 F 进行 推导 为 好 ,而 且 也 可 由 它 转 化 为 Ra 型 的 方程 , 见 本 章 参 考 文献 [1 第 四 音 。 通 
常 是 将 Fi 分解 成 征 向 ,横向 和 轨道 面 法 向 三 分 量 ,依次 记 为 8S, 本 , 玉 ; 或 分 解 成 切 问 、 主 法 向 和 
次 法 向 {好 轨道 面 法 向 ) 三 分 量 , 分 别 记 为 U,N,W。 以 这 种 摄 动 加 速 立 分 量 按 常 数 变 易 原 理 导 
出 的 方程 , 即 为 高 斯 型 摄 动 运 动 方程 ,下面 列 出 具体 形式 。 ' 

ODS,T.W 型 
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Se —-[Sesinf - T 1--ecos f£] 





























d, cS 
de : l-e [Ssinf -- T (cos J-cosE)? ] 
di rCcOSH 
d ne i-e (2. 32) 
d. rsina W 
dí pa? y ] —e'sin? 
dr Lo Seosf-ETQ 7 ssinf]— cosi 2n 
M LaL E SCeos/— 2e) TO +D sinf) 
Erf a o p—a(1—60 SA E AI EGRE 2 AMRA. 
(2)0U ,.INN 型 
da — 2 
di. [mp ees te U 
ATE 
de L < (1--2ecosf te) "?[2(cosf --e)U — /1—esinEN] 
d JIZ 4 e (2.33) 
Men M —cosi 衬 
dt dt 
dM 
s mni € (1-L-2ecos fe?) Vip (sin + Sin EU -+ (cosE —eYN ] 
nae 一 在 
di 二 
gip aM. 


XT STW 三 分 重 如 何 给 出 ,这 要 根据 具体 摄 动 源 的 状况 而 定 。 如 果 不 易 直接 给 出 , 那 
么 当 摄 动力 是 保守 力 ,并 已 知 摄 动 函 数 R 的 形式 , 则 可 由 下 列 关 系 式 给 出 S, 了 ,WW 





| ScÓE, T-4548, w- 1.2 (2. 34) 
TR F 的 直角 坐标 分 二 FFFA Dh MUTA EAD 
5 F. 
T| SRi | Fi; 
W F, 
Eid STW, Hp 
Risu) =R, R GIR) 
cosucos(f2-|-sinu (—cosisin£2) cosusin£]-4-sima (cosicosf2) sinusinz 
= |-——sinucosii-l-cosu ( —cosisinf2) —sinusinf2--cosu(cosicosf]) cosasing 
sinzsin£i —sinicosí cosi 
于 是 ,由 F AGT Wom fele sz BERT p 
S—F,*r, T=F, +i, W-—FQtw (2. 35) 


其 中 ,tw 分别 为 径 向 、 横 向 和 轨道 而 法 向 单位 向 量 ,有 
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cosu(cos£2) -F sinu ( — cosisin£2) | 
r= 区 (sindh) J- sinu (cosicos i) —cosuP , --sinuQ. (2. 362 
sinu (sini) 
t= —sinuP , -cosuQ. (2. 37) 
sinf sinĝ 
P | cos1| — P, xQ. (2.38) 
cosi 





这 里 的 辫 . 和 名 ,与 第 一 章 中 的 产 和 各 方向 不 同 ,其 表达 式 为 

costi 

H 
0 | 

[ 一 cosz sink} 

*-| cosi cost 


sini 


了 .一 





(2. 38) 








j 
GT) 5 QU MAARRE 
g= esin f y 1+ecosf 
YIT 2ecos] Fe vl+2ecosf +e (2.40) 
1-Fecos f U esin f N 
因此 ,方程 (2, 33) 容 易 由 方程 (2. 32)? 导 出 ,事实 上 也 是 这 样 做 的 ， 








T= 


3. 摄 动 运动 方程 的 正则 形式 


前 面 已 棍 过 ,对 于 Hamilton 系统 ,采用 分 析 力学 方法 建立 相应 的 摄 动 运动 方程 是 很 容易 
的 11, 当 采用 正则 共 轿 变 量 德 洛 纳 (Delaunay) 变 量 二 ,C, 瑟 ,cg 改 时 ,相应 的 摄 动 运动 广 
程 的 形式 极其 简单 ,有 一 种 共 示 对 称 性 , 即 


dL aF dij aF 
d: 3d 'dt aL 





dt^ 3g "d^ 7x (2.41) 
dH aF dh_ aF 


dt di’d aH 
Hb FX Hamilton A E53 LEH Hamilton AAt 天 (区 别 于 变量 ED 43H38 — 19. 
即 





jd 
F—-—K-—»putR (2. 422 


因此 ,方程 (2. 41) 亦 与 习惯 上 采用 的 形式 相差 MAPS. REK LGH HEADE HOSTE 
广义 动量 p, 面 忆 g 导 为 角 变量 ,相当 于 广义 坐标 g。 它 们 与 杖 图 罗 道 根 数 之 间 的 关系 如 下 
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L— pa, | |1—-M 
= ypa] P), go (2.43) 
= spal — e cosi , ,al 
由 此 不 难看 出 ,容易 由 方程 (2.417 利 用 美 系 (2.43) 导 出 前 面 的 以 轨道 根 数 作为 基本 变量 的 拉 
格 衣 日 摄 动 运动 方程 (2. 3D. 


2.3 摄 动 运动 方程 的 奇 点 与 处 理 方 法 


从 摄 动 运动 方程 (2. 32) 可 以 看 遇 Tg D toc T. omi m E A 


子 1/sini , 国 此 ,e=0 和 sim 一 0( 即 上 一 0 或 180") 是 摄 动 运动 方程 的 奇 点 。 它 将 在 后 面 几 章 给 出 
的 摄 动 解 中 反映 出 来 , 当 es*0,iss0 或 180" 时 , 解 就 将 失效 ,但 是 ,相应 的 运动 仍然 是 正常 的 ， 
刁 如 近 辐 轨道 量 然 是 存在 的 ,这 一 小 e、 小 i 问题 的 产生 , 蚌 由 于 相应 的 基本 变量 的 选择 不 当 引 
起 的 。 Ei eoo RAE S ZUR XR M 也 随 之 不 确定 ;而 当 i 一 0 或 180° 时 ,人 0 不 确定 ， 
与 之 有 关 的 wm 亦 随 之 不 确定 。 这 种 选择 不 当 ,在 上 述 方程 中 必 人 然 有 反映 出 来 , 具 要 对 相应 实景 
的 选择 加 以 眉 改 , 即 可 消除 上 述 奇 点 。 


1. IE FF EXE lE COD fro E zh 75 E 


下 述 变 量 a.i.ld,É-ecose,. Y= —esine, A=M+w (2.44) 
XJ e-0 而 言 是 一 组 无 奇 点 变量 , 量 然 , 当 e 一 0 时 ,&,7,4 均 是 有 意义 的 。- 诗 于 ,的 选择 亦 可 
PN 
£'zesine, Y —ecosme . (2. 45) 
与 ,9 的 关系 为 
=f, 9-—6C (2. 46) 
读者 如 要 按 (2. 45) 式 选择 ,只 要 根据 关系 (2. 460 ,把 本 书 的 上 和 ?全 部 作 相应 的 改变 即 可 。 
3| Ri t CZ. 44? 式 定义 的 无 奇 点 变量 后 , 即 可 将 原 摄 动 运动 方程 的 奇 点 消除 。 按 定义 
(2. 44) 和 下列 关系 





d£ de ine do 

q Teose 3; «sine 4. 

Fe sino D — cosa T (2. 47) 
dà dM dw 


dt di dt 
即 可 导出 以 新 变量 表达 的 摄 动 运动 方程 ,其 形式 如 下 : 
(D aR/ac 型 
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da  23R 
dt nad 
ái 1 R D- 
= 一 E a a 
dt na? i ws OO x mn a n 
dí pa a! l sini 4 
dé /Ie oR PO vie aR — 5, 42 - (2. 48) 
di / na 3g na! (l+ 1-2) 9 TM dr 
dg — Vi—e3R 41-6 -R p teosi a 
dt na! dX T du VITE a 
dio, 2R, y1—6 — (QR gR cosi 90 
di " mad qq d i-e) JE 


M W 型 




















da — : LS Gsinu-- cosi) T (2.7 
nv le 

dé vv1 一 eu T ~ € ~ "s 
d 77a f Ssina-] Leo 二 fi-dcos) 一 二 (cos 一 ein) 

EM: 

cosi dr 

dy, 41—e T ~ . 9 - ~ 
z= {Scos + [— (sinu + /1—e'sinu) (Écosu — sinu) ]! f 
dt na u /1—e e u 1+ Ae ysinu ] 


--£cosi a 


一 一 E] ^ 
dA ,Yl (ps JF CUL bL LS (&cosu -sinu) 

















dt na BO 1 十 Vie 
-TOQ +5) sinu -osu) ]] — cosi da 
(2.49) 
Ep Zz—E--e, di/d: &l d/de 同 (2. 32) 中 的 形式 。 
上 述 变换 过 程 中 用 到 
1— 4/1— 5 AS 2. 50 
: li lt 41—e&€ ( ) 
在 新 方程 中 已 不 再 出 现 因子 1/e, 即 1/ /P To, 
2. 适 甫 于 任 春 偏心 率 (0<e<1) 和 椭 角 (0<;i 一 180") 的 摄 动 运动 方程 
下 述 变量 
a, e, h-sinicosdd, k= —sinisinf4. 名 一 如 十 在 ,好 (92. 51) 
对 7 二 0 ifi zi — £826 8p E ERE PR 0 BEA ko RARA. RERAN i 18048 
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况 , 而 同时 出 现 e=0 和 ;一 0 的 情况 倒是 有 的 ,为 此 引进 下 述 无 奇 点 变量 : 


a, h-sinteos(2, k=—sinisinn 


























£—ecos(e-4-(0), qg--—-esin(e--02),  A— M--w-- 0 (2. 52) 
相应 地 有 
二 -—cosicos() 9; — sinisinQ 22 
di — —cosisiní} 昱 一 sinicosg 2d 
dS cost — esin ca) 40 > (2. 53) 
U — sin co-- A) ecos (ul 0 de 99, 
dA dM dw dn 
d: =ke dr dr 
针对 实际 应 用 情况 ,下 面 列 出 R20 型 的 无 奇 点 摄 动 运动 方程 ， 
da _ 2 3R 
df za 
dA cosi ƏR aR 
dr cs EC USER mE 
d COSI IR AR 
dí na al A LIC 79 Rye R a 77] 
dE osé (à Ryp 9R w 1—63R Exi- /— 1 一 6 aR l 《2. 54) 
dt na? w 一 让 (1 十 eosi) mà! 30 n+ 41-64) 9 
d} £cosi aR aR,  J1—eiaR 9 /l—e aR 
(hh Ga uu X aul ARA 
dt na^ l—e&(l-cos)) ak nd dX na*(14- /1—8) 9 
dà 2 ƏR COS ƏR aR y1—&6€ 
一 一 站 一 一 t- (A 人 人) 十 一 ki 2R, 
dí " nada M na*(14- V1—6) T 


这 种 方程 的 右 端 项 中 不 再 含有 二 和 :两 种 因子 。 在 给 出 方程 (2. 54) 的 过 程 中 , 除 用 到 (2: 60) 
式 外 ,还 用 到 


sin?t 


1--cos: 





1 一 cosi 一 (2.55) 


3. 无 奇 点 正则 共 辆 变量 


ERRAT he 和 小 i 问题 在 正则 运动 方程 中 同样 要 出 现 ,下 面 列 出 两 组 无 奇 点 
IE 3E SE AE Ht 
C1) 消除 奇 点 e=0 HERH H, IgA): 


=L i—-itg 
= /2(L.—G)cosg, g=— /2(L—G)sing | (2. 56) 
É-H, h—h 
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其 中 
4 20L—6G) —[L v 2/XG.T- 6G) Je (2.57) 
这 组 无 奇 点 变量 与 前 面 由 (2. 44) 式 定义 的 那 一 组 相对 应 。 
(2) 同 时 消除 奇 点 e==0 和 ;二 0 Bi) Josue i (CL. CL ET Iu zo. 


L-L, 7 一 /十 & 十 下 、 
G-— AITL—Gos(gth), go -— /2(L—Gsin(g-Eh) | (2.58) 
IH = J/2(G— Hocosh, h—— /2(G— Hosinh | 
其 中 
v2(G—H)=[G /2/(GJ3- H») Jsini (2. 59) 


这 组 无 奇 点 变量 则 与 前 面 由 (2. 52) 式 定义 的 那 一 组 对 应 。(3. 56) 式 和 (2. 58) 式 中 出 现 的 工 ， 
G,H dl .g.h 即 原 德 洛 纳 变量 。 

这 里 不 表 列 出 由 上 述 无 奇 点 正则 共 罗 变 量 表达 的 摄 动 运动 方程 ,因为 在 求解 摄 动 运动 方 
EH ZEE RE RIJESBUE i ,其 解法 主要 是 变换 方法 , 它 只 涉及 到 相应 的 Hamilton 函数 的 具体 
形式 。 关 于 这 一 点 ,后 面 第 七 章 将 会 具体 讨论 。 


2.4 小 参数 军 级 数 解 的 构造 一 摄 动 法 


经 常数 变易 法 的 处 理 , 原 受 摄 运 动 方程 
f=F+F, 
的 求解 问题 已 转化 为 相应 的 摄 动 运动 方程 


de f ostio) (2. 60) 


的 求解 问题 . 这 里 = 表示 一 6 EIS RE 6 71-2 EET ERST DUGELSORC, SOR EZ OL ENR EEE, E 
一 节 引 进 的 无 奇 点 变量 。 有 函数 JF. 则 是 6 维 向量 函数 ,有 


[Cf | 20601. i=1,2,." 6 (2.6 

原 受 摄 运动 问题 的 解 将 由 两 部 分 组 成 , 即 
r=r(e,t), r—r(o,t) (2. 62) 
(2. 63) 


e(t) — aas toit e), eo, 
其 中 > 和 Fr 的 表达 式 是 已 知 的 , 即 第 一 章 中 的 (1. 37) 式 和 (1. 46) 式 ,它们 对 应 于 一 个 瞬时 李 
ogs BI co 时 椭圆 根 数 或 相应 变量 的 初 值 , 剩 下 的 问题 是 如 何 求解 小 参数 方程 (2. 60) ,以 给 出 
f oC, 
从 方程 (2. 60) 的 表达 式 来 看 , 当 所 要 讨论 的 力学 系统 涉及 多 个 受 摄 二 体 阿 题 时 ,相应 的 摄 
动 运动 方程 的 形式 和 特征 均 不 会 改变 , 仍 妇 结 为 方程 (2. 60) 的 形式 ,只 不 过 其 维 数 增加 而 已 ， 
例如 有 两 个 运动 天 体 时 ,将 由 6 维 变 成 12 维 。 困 此 亦 能 用 单个 受 摄 二 体 问 题 的 力学 模型 进行 
讨论 ,所 有 结果 都 可 以 毫 无 困难 地 推广 到 多 个 运动 天 体 情 况 。 
尽管 方程 (2. 60) 是 复杂 的 非 线性 方程 组 ,但 其 右 端 含 小 参数 :, 给 出 相应 的 小 参数 生 级 数 
解 并 不 困难 ,已 有 成 熟 的 方法 , 即 摄 动 法 ,为 了 让 读者 深入 了 解 摄 动 法 ,以 便 更 好 地 学 习 后 面 儿 
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章 受 介绍 的 针对 动力 天 文 的 各 种 报 动 运动 方 简 的 解法 ,这 里 有 愉 要 存 天 体力 学 基础 『 对 小 过 
数 早 级 数 解 的 存在 性 以 及 如 何 档 闭 相应 级 数 解 的 基本 过 程 作 -- 简 要 阐述 。 





l. 小 参数 村 级 数 解 的 存在 性 


这 是 常 微分 方程 分 析 理论 中 的 一 个 基本 问题 ,与 天 体力 学 密切 相关 的 一 个 基本 定理 , 即 间 
加 曙 (Poincarce) 定 理 , 叙 述 如 下 : 
设 小 参数 方程 





二 (zi 站 i=l, 2n C2. 64? 


的 右 函 数 X, 当 oscrcn BUS 2 ERETTE r e BLEU METRAR ns PO 024 
oek e TET AES RT RA DER e RARR WE FAR 


TEROP naM) «x ' (2.65) 


其 中 M 是 右 函数 X, 在 所 讨论 区 间 上 的 最 大 值 ,a 是 与 变量 e 有 关 的 实数 ， 
这 一 收 全 条 件 可 理解 为 相应 窜 级 数 解 的 收敛 范围 ,对 于 天 体 运 动 而 言 ,可 理解 为 该 级 数 解 
在 天 体 运 动 弧 段 s 满足 下 列 条 件 时 是 有 意义 的 , 即 
- el l (2. 66) 


这 里 改 用 弧 段 *, 是 因为 上 涉及 到 不 同 的 时 间 尺 度 和 运动 速度 的 快慢 ,无 “统一 "的 实际 意义 ,这 

将 会 从 后 面 几 童 的 讨论 中 看 清 , 显然 ， 摄 动 小 参数 。 愈 小 ,车 级 数 解 的 收 化 区 间 就 愈 大 ,这 是 容 
易 理 解 的 。 在 收敛 区 间 内 ,可 构造 相应 的 莫 级 数 解 ,但 这 样 构造 的 宪 级 数 解 只 能 反映 运动 天 体 
在 局 部 区 间 的 运动 特征 , 它 却 不 能 反映 运动 的 全 局 绪 枸 。 有 关 这 一 问题 已 不 是 本 书 讨论 的 内 


P 


T. 
2 Jd BORRAR HERES 


如 果 第 六 个 根 数 采用 rf 或 M6 二 一 nt; 则 方程 (2. 600 I IRR. 六 4 6 个 无 素 的 基 级 均 为 
Ote), 即 满足 (2. 61) 式 。 然 而 ,通常 第 六 个 根 数 是 采用 平 近 点 角 M, 那 么 上 述 右 函 数 六 的 第 6 
AESH n V pac 77 — OQ) ,此 时 方程 (2, 60) 应 改写 成 下 列 形式 

PETROES AERTS, E E ， (2. 67) 
其 中 
fila) — 8n 
0 
0 


: (2. 68) 
8 一 | l= 0 0 O0 0 pD 





1 
|f Gore) | OC, i=} 2,6 (2. 69) 
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方程 (2. 67) 的 小 参数 虹 级 数 解 形式 为 


ot) 2 (03 H- AaC Q6) - Ao? (t E) E m Aa (ue) ee (2.70) 
Ao? (re ) € B D, [—1,.2,- 
其 中 o7 (9 是 对 应 e- 0 H ERE zn REL BET 
a'h () —a,d- n G— 1) (2. 71) 


或 具体 写成 

tf 一 co e" (me. POSi 

DD ww) = 

M" E = Mat nalt — to) 
EP aGssess MOED EER A BEES. PEAN, X e ROT BLAN ARARE 
解 (2. 70) ,实际 上 就 是 解 a(t) 在 参考 轨道 A, BEXS ah HE o7 GO BB" BERE. Ao Ge ) 即 ! 
阶 摄 动 变化 项 ,简称 ! 阶 摄 动 项 。 将 形式 解 (2. 70) 代 入 方程 (3, 68 


2 [o9 -act 二 Ac e Ae 4 e] 


12f, 
Bas 








= fia) pau eat + [Aa He H 


tf Gase) 2, MADAH] 
E22 Eh [asi H Jao] (2.72) 
AREAREN ARKES o HERBY o'P CO, PRECO T) CB MA REF 


(2. 722 ARWR CO 2 RET RR 
eG) (t) = a, + nlf — t) 





aeq) 一 | [8 Zaa 十 fi Gute) dé 
° » | 3f (2. 73) 

a _f a di s" a8 VO E LAB |] s 
do) - | BR +4 Mas DE arae? Jode 


0 





显然 ,这 是 - -个 有 效 的 递 推 过程 :由 低 阶 摄 动 求 高 阶 摄 动 ,将 Car OB RECESSU E BD 
可 给 出 解 (2.70) 中 各 阶 报 动 项 的 表达 式 , 从 而 构造 出 摄 动 运动 方程 (2, 67) 的 小 参数 策 级 数 解 。 
这 一 构造 级 数 解 的 方法 , 即 摄 动 法 。 
下 奋 举 一 简单 例子 ,以 体现 上 述 枸 造 级 数 解 的 具体 过 程 。 
例 :用 摄 动 法 求解 二 阶 小 参数 方程 
了 十 az 一 一 er， el (2.74) 
其 中 w=0 ERER 
f e—o 时 ,无 摄 送 动 方程 
rder- 
的 解 为 
r-acos(mwrtd- M.) 3 f 
. (2.753 
T= _wasintot tM >f 
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这 里 初始 时 刻 二 一 0 ,积分 常数 a 和 M, 相当 于 两 个 无 摄 根 数 。 
35 ex 0 时 ,用 常数 变易 法 建立 相应 的 撤 动 运动 方程 ,有 


dr. | dry. 
a t3, ^-9 | 














(2. 76) 
Ad | aM El 
由 此 导出 摄 动 运动 方程 如 下 : 
0 一 二 ai( 工 sin2M 十 Bsin4M)— (万 )， (2. 77) 
M-—w4- M, 
$1 (2.78) 
Sutia Co pcos? M+ S cosAM) a Cf 
其 中 M-M,.rEerEREET az, 该 方程 的 小 参数 和 震级 数 解 即 
e) —o7 (0 T Aa Q2) H-- (2. 79) 
其 中 
ao 一 | "^ (2. 80) 
M, twt 
H w 二 const ,于 是 由 
Ag?) = | LA Carte Jode 
9 
积分 得 
Aa Gy Sa L cos2M JDcost MX (2.8) 
AM? Gy Sat Chat -sin2M-- sin4M) (2.82 
ap *g 4 ' 32 ° ` 
二 阶 摄 动 项 的 计算 公式 为 
四 人 g CAD yo a 
Aa - t F^ AQ. + RAM Jode (2.85) 
AMO = [p Duas 4- 9G Ow MU] edt (2. 84) 
Sod aM : i 


将 ARARIRE Aa AM, 不 难看 出 ,由 于 AMO PEA or CORR A 
A A? O REA FERR: 


f sink | d k= 0.1 (2. 85) 
wtdi , = Ol 2. 
ol cose M, 


XE RH Sext X oop ROCA SE a RE ROCA LIBER m E THREE. 





2.5 周期 项 和 长 期 项 


如 果 摄 动力 是 保守 力 , 在 有 限时 间 问 隔 内 ,通常 a,esi 仅 有 周期 变化 ,2,w 有 随时 间 的 长 
期 变化 ,但 比 时 (或 五 ,六 的 变化 缓慢 得 多 ,因为 M 是 直接 吧 距 运动 天 体 绕 中 心 天 体 运 动 的 各 
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道 根 数 ,而 只 和 w 的 变化 仅仅 是 由 摄 动 引 起 的 。 故 通常 称 a,e ti 为 "不 变量 ",2 和 为 慢 变 量 ， 
而 MGR E, Dg BERE, ELERO TF AEAEE Ao ,Ag3,… 中 一 般 包 含 三 种 性 质 不 
同 的 项 ;长 期 项 .长 周期 项 和 短 周 期 项 ,长 期 项 是 一) 的 线性 请 数 或 多 项 式 ,其 系数 仅 是 a， 
esi 的 函数 ,长 周期 项 是 旭 或 w 的 三 角 隙 数 , 而 短 周期 项 则 是 M 的 周期 消 数 ( 亦 是 三 角 函 数 )。 
对 于 短 周 期 项 ,也 会 因 某 种 通 约 而 导 臻 其 转化 为 长 周期 项 (后 面 有 关 章 节 和 将 会 讨论 它 )。 另 外 ， 
XE IL Gt sint A+ BYRI G — teos CAtT- B) ETE SR RS] TELE Poisson 项 , 亦 称 混 合 项 ,上 
节 最 后 提 到 的 (2.85? 型 的 积分 就 可 能 导致 这 种 混合 项 的 出 现 。 

从 上 一 节 用 摄 动 法 构造 级 数 解 的 过 程 和 例子 中 不 难看 出 ,即使 摄 动力 为 保守 力 ,也 会 导致 
st 一 fosett 一 5 这 种 多 项 式 型 的 长 期 项 的 出 现 ,而 且 与 或 号 有 关 的 长 周期 项 将 会 变 
为 长 期 项 或 漳 检 项。 因为 参考 扫 道 取 无 摄 运动 解 a7 GO ,那么 将 有 


| cosuud: = coso (t — E) 
ty 


再 按 摄 动 解 的 构 道 过 程 (2. 73} 即 可 导致 (4 一 zo G4 一 .3,… 这 种 类 型 的 长 期 项 或 泊 松 项 的 出 
M. 而 车 积分 时 ,w RA w= en Hett) ,让 其 代替 ac 人 =a M EERI EA 
| cosiwdt = sine 


iu 


此 为 长 周期 项 ,从 而 就 不 会 出 现 上 而 提 到 的 那些 摄 动 项 ,这 一 点 是 相当 重要 的 .从 定性 角度 看 ， 
当 摄 动力 为 保守 力 时 ,通常 a,e,i 是 没有 长 期 变化 的 ,但 按 上 述 经 典 摄 动 法 来 构造 摄 动 解 , 即 
会 导致 esi 出 现 长 期 变化 ,这 就 和 看 曲 了 轨道 变化 的 性 质 。 即 使 从 定量 角度 来 看 ,虽然 对 于 短 
弧 而 言 无 关 紧 要 ,但 对 于 长 弧 情 况 , 长 周期 项 与 长 期 项 的 差别 就 明显 了 ,这 将 影响 解 的 精度 。 因 
此 ,选择 参考 轨道 为 无 概 运 动 解 的 经 典 报 动 法 有 了 明显 的 缺点 ,对 它 进 行 改进 是 完全 必要 的 。 

本 书 将 要 介绍 的 各 种 方法 ,实质 上 就 是 改进 的 摄 动 法 ,相应 的 参考 轨道 不 再 是 最 简单 的 无 
握 运 动 解 。”(z), 即 初始 椭圆 轨道 ,而 是 一 种 长 期 进 动 椭 闹 ,相应 的 轨道 根 数 是 带 有 长 期 变化 
的 所 谓 平 均 根 数 o GO ,因此 它 又 不 同 子 通常 意义 的 中 则 轨道 , 故 不 会 引起 像 中 间 轨 道理 论 中 通 
到 的 那些 复杂 性 。 这 种 改进 的 实质 ,即将 摄 动 变 化 项 按 其 不 同 的 性 质 区 分 开 , 以 解除 经 典 摄 动 
法 中 所 直到 的 问题 。 
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第 三 章 “平均 根 数 法 


在 上 一 章 中 已 指出 ,求解 摄 动 运动 方程 的 经 典 摄 动 法 有 明显 的 缺点 ,对 于 较 长 弧 段 ,其 定 
量 计 算 精度 不 理想 ,如 果 取 项 太 多 则 难以 实现 ,即使 在 -- 定 精度 前 提 下 , 它 也 不 能 真实 地 反映 
轨道 变化 的 规律 ,导致 这 一 状况 的 原因 是 参考 轨道 ( 即 初 始 时 刻 的 瞬时 椭圆 ) 太 箱 单 ,内 此 有 必 
要 改进 参 沽 轨道 的 选择 , 非 线性 为 学 中 的 一 种 渐 近 法 , 即 平均 法 ,其 参考 解 就 很 有 特点 .本章 要 
介绍 的 平均 根 数 法 就 是 将 这 种 类 型 的 参考 解 应 用 于 报 动 法 。 


3.1 参考 解 的 选择 -一 -平均 根 数 的 引入 


hid 
g= (a ei m MT 
相应 的 摄 动 运动 对 应 的 初 值 问题 为 


doter 


《3. D 
amat) 
其 中 
f. (a) 8n nm frt] (3.2) 
$—(0,0,0,0,0,1?? 


f. Go t LO BDXE HERR AE. 

现 将 根 数 的 摄 动 变化 Ao Ao? ,… 按 其 性 质 分 解 成 长 期 变化 .长 周期 变化 和 短 周 期 变化 
二 部 分 (其 定义 见 上 一 章 2.5) ,分 别 记 作 na GS n A O p e AT G) e e AREER A E 
(3. 1) 的 小 参数 籍 级 数 解 的 形式 将 改 为 


o(1)— 5D -F af Qo -- rof GT nn (3. 32 
其 中 

a) =s Q) rei — R2 Te (3. 4) 

6? (1) (io) (3.5) 

0,7204) 705 — [oi GU af Qu 4] (3.6) 


二 述 形 式 解 发 明 , 原 报 动 变化 Ao 77 G0 807? (不仅 按 其 变化 性 质 分 成 不 同 部 分 ,而 且 改 
为 以 报 动 项 表达 的 形式 , 即 原 
Aej? G) aj" G) —ef GO, Ac 人 一 (一 下 De 
ERREG. 3) 中 只 出 现 of GO envoi Oh e I o1 (0 tsm GO BREG ORAMA e; P 
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rhea 


消去 ,这 样 的 分 解 就 使 得 5(z) 只 包 合 长 期 变化 , 故 称 其 为 单 均 轨道 根 数 ,简称 平均 根 数 ,或 半 根 
数 。 
平均 根 数 法 就 是 取 人 为 其 参考 解 ,显然 ,5( 对 应 的 仍 是 一 个 棍 圆 轨道 ,但 它 不 再 是 一 
个 固定 不 变 的 椭 轿 ,而 是 一 个 包含 长 期 摄 动 变化 的 粮 圆 。 在 保守 力 搬 动 下 , 它 将 是 一 个 长 期 进 
动 椭圆 , 即 该 椭 贺 轨道 平面 和 拱 线 方向 在 空间 转动 。 因 此 ,这 种 参考 解 又 不 同 于 通常 意义 下 的 
中 和 间 轨 道 , 原 椭 图 运动 的 各 种 几何 关系 式 对 它 仍 适 用 。 这 就 表明 ,平均 根 数 法 仍 是 建立 在 党 摄 

一 体 问 题 基础 上 的 “种 摄 动 法 ,可 以 称 其 为 改进 的 摄 动 法 。 





3.2 平均 根 数 法 一 一 摄 动 解 的 构 站 


1. 摄 动 解 的 构造 一 一 形式 解 的 计算 "+13 


通常 ,方程 (3. 1) 右 函数 的 报 动 部 分 六 (cte) 亦 可 展 为 小 参数 的 霜 级 数 , 即 
fF. G t6) — ft et fiGa t ern m ulat (3.7) 
其 中 
fs OG) (3. 8) 
为 了 适应 平均 根 数 法 中 将 摄 动 变化 分 解 为 长 期 项 和 周期 项 的 需要 ， 可 利用 第 一 章 1.4 中 的 方 
法 ,将 f(ayise) ,N= 二 1,2," 分 解 成 相应 的 三 个 部 分 ,中 
fw= fw fret fyes Ne ld (3.0) 
这 里 第 二 个 下 标 “c”,“L”? 和 “s”, 各 表示 长 期 ,长 周期 和 短 周期 部 分 , 即 Fus HE aec HR P 
的 周期 取决 于 慢 变 量 和 ww 的 变化 ,或 是 通 约 项 (后 面 几 章 中 会 遇 到 ) ,fs 的 周期 则 取决 于 快 
变量 M. 要 使 平均 根 数 法 有 效 ， 则 要 求 
fu=0 | (3. 10? 
x rsh Zr cc Ret VOR RE RICE DURER 9 
将 形式 解 (3- 3) 代 入 方程 (3， DERRE TORI, 得 


SF [s+an G- t) +o: t= "T Eoi? Qe Ro Qe d 


Lad P Caf? +a ac Ea E af? 4s. «] 


HEP Fa e pes 


6 
— > | : (3. 112 
T Gite) t Anis deoa, 





LL, PA opcs cap] [of ra edet 
2 j=1 ł=1 oar 


4 fiie > S "jte 
Het fnt ) e 
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该 式 右 端 出 现 的 根 数 o 均 为 参考 解 3(1)。 若 级 数 (3. 3) 收 伍 , 则 比较 展开 式 (3. 11) 两 端 同人 次 短 
(ev) 的 系数 ,并 分 别 积分 ,得 


FOC) = | f. (adt = 2, + nt — t) (3.12) 
eG — to) = | Chdi (3.13) 
so = ro Za + far (3. 14) 
eG — = | [3 二 ary + 93 2^ HOP P), + fuldt (3.15) 


+ a 
af) fte Sa + à l —— 十 c 区 (of T of?» + fuldt (3. 16) 
j i 


aao = fto Ra? + " Tue OO Soi es), + fuldt Gan 


E58 X TR A RO HER CAD CAD, 0D, 分 别 表 示 括 号 中 函数 A 的 长 期 ,长 周期 和 短 
周期 部 分 。 例 如 
A=cosfd-ecostf +w) 
=cosf +cosfcosw—sinfsinw 
利用 第 一 章 1. 4 中 的 方法 , 即 可 分 解 为 
zz: CA), + CAD 4- CA), 
CA), = 
CA), = — ecos 
CAD, — (cos 4-e) 3- (cos f A-e)cose —sin fsine 
容易 证 明 , 当 六 ,=0 时 ,有 apm 人 9 一 0, 详 见 下 一 段 。 因 此 ,只 要 满足 条 件 (3, 10) ,那么 平均 
根 数 法 对 应 的 土 述 递 椎 计 程 是 有 效 的 , 即 由 低 阶 摄 动 求 高 阶 摄 动 ,但 有 几 点 要 说 明 , 即 
(1} 对 于 保守 力 摄 动 ,a,e wi 的 变化 无 长 期 项 ,那么 在 Qw M 的 摄 动 变化 中 ,长 期 项 将 是 必 
一 名 ) 的 线性 函数 ,因为 它们 的 长 期 项 wm yo，… 对 应 的 被 积 函 数 都 是 .ae'z 的 函数 , 旦 积分 时 取 
< 一 aoe 一 62 一 pe。 如果 是 耗 散 力 , 刘 解 的 结构 要 复杂 些 , 例 如 长 期 项 将 不 再 是 仁 一 如 ) 的 线性 函 
数 , 但 在 一 般 傅 况 下 (《 即 耗 获 力 相 对 较 小 ,是 与 名 同 阶 的 二 阶 小 量 ), 它 不 会 影响 级 数 解 的 构 
造 。 下 面 在 燃 亿 问题 中 不 再 重复 说 明 这 一 点 。 
(2) 与 经 典 摄 动 法 不 同 ,参考 解 s() 实 际 上 是 在 递 推 过 程 中 形成 的 ,但 它 并 不 影响 上 述 级 
数 解 的 梅 造 。 例 如 ,对 于 保守 力 摄 动 ,有 
|eesad = to 
其 中 心 ,ws，… 是 变化 的 各 阶 长 期 项 系数 ,它们 都 是 2,2.7 的 聊 数 ,积分 时 不 避 知 道 它 的 具体 
形式 ,只 是 在 导出 结果 后 引用 该 公式 计算 时 才 可 能 用 到 。 
(3) 对 于 长 局 期 项 ,其 变化 取决 于 惕 变量 由 和 总 ,例如 w, 因 有 
(97 95 d- e (£ — t9) T 7 
其 中 四 一 已 Ce) 是 一 阶 小 量 , 不 像 M 的 蛮 化 速度 那么 快 , 即 
M-—M,MniG-t)3- M G-—45) T: 
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其 中 一 OCe?)。 因 此 , 若 faum ecose HER 
[Ai 一 ['e'cosadr 
- &sine 
ESSE 
这 里 A4=O(s)。 积 分 结果 给 出 的 是 一 阶 长 周期 项 ,而 不 是 二 阶 长 周期 项 ,这 就 是 长 周期 项 积分 
的 降 阶 现象 ,(3.16) 式 左 端 记 为 af? GO BU E ECTS. 实际 上 ,在 不 太 长 的 间 入 内 +o1 (对 应 的 
Aat? aj? Q) —af" (40) 与 二 阶 长 期 项 oot 一 志 ) 相 当 t 后 面 有 关 章 节 中 将 会 用 到 这 一 点 ) ,在 经 
与 摄 动 法 中 就 是 给 出 a,(z 一 t,} 这 样 的 结果 ,而 在 平均 根 数 法 中 却 以 of(#) 的 形式 出 现 , 它 保持 
了 周期 项 前 本 质 ,比较 合理 由 二: 积分 给 出 ei CO ,依次 类 推 。 但 这 又 引起 另 一 问题 , 即 由 
(3. 16) 式 计算 o£? 0) 时 , 右 端 被 积 函 数 中 不 仅 用 到 af? GO ,还 用 到 a O, 关于 这 一 点 ,如 果 什 
细 分 析 一 下 , 即 可 知道 , 它 并 不 影响 解 的 构造 ,后 面 3. 3 中 将 要 具体 说 明 ， 


a 


= Asino 





2. af @)=0 的 证 明 


考虑 定常 保守 系统 , 它 对 应 一 定常 Hamilton 系统 ,对 于 非 定常 情况 亦 无 妨 , 因 总 可 以 用 正 
则 扩充 的 办 法 化 为 定常 系统 。 受 摄 二 体 问 题 对 应 的 Hamilton 函数 为 


H-lw-y (3. 18) 
其 中 V 包含 中 心 天 体 的 质点 引力 位 和 摄 动 位 ,由 于 搬 动 力 是 保守 力 , 则 有 
V—É-rRG.e (3.19) 
K=G(M+m) R BRI BESIDE SCEESD HR TC, ORE SEBE SER AA BU R E LB 
vgl) (3. 20) 
代入 (3. 18) 式 得 
H= fR (3.21) 
存在 一 积分 (能 量 积分 》 
Æ+R=C (3. 22) 
该 积分 在 参考 解 "6 展开 ,并 将 不 同性 质 的 项 分 开 , 有 
"MART. ILES HRH) C (3. 23) 
一 阶 长 周期 项 ， EaP G)]-- Ru 0 3.24) 
-PERMA SEa OJR (3.25) 


[III 


由 于 六 一 0, 而 报 动 运动 方程 的 这 一 fi 又 是 由 Ruo 形成 的 ,那么 必 有 Ri 一 0, 因此 
dog Y]. 
aoo ]-0 
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XX HL IBSRARE E — 3E PE HB RE DERA EO TOEA WES T ib EDE 
了 和 解 如 何 用 平均 根 数 法 构造 摄 动 解 , 同 时 也 可 与 经 典 摄 动 法 作 一 简单 比较 。 方 程 为 
广 十 二 一 EY? 
其 中 el,aw>0 是 实 常数 。 上 一 章 已 给 出 无 摄 运动 解 , 即 
a—acosM | 
X=—wasinM (3. 26) 
M= M,J- wt Í 
相应 的 摄 动 运动 方程 为 


Qu 


` E. 1. 1l. 1 
ü——ua Ci sin2M sin4M) 
(3. 27) 


M-—w4- fed 十 去 cos2M 十 Leos 4M) 


现 用 平均 根 数 法 解 该 方程 ,其 形式 改写 成 
a-—Gf Da } (3 28) 
M— (fuc GiOud- Giu ' 


其 中 
(d= ca C -sin2M-- 二 sin4M) (3. 29) 


(fo) — w—const 


sE n3 
Cfi ra C (3.30) 


Gu "A (Lrcos2M- cos M) 


按 平均 根 数 法 构造 级 数 解 的 过 程 (3. 122 - G. 17) 式 ,首先 有 
a'? (t) a, 
M? ()—M,-u(—8) (3.3) 


由 此 积分 (3. 13) fH C3. 14) 式 给 出 


a, Q—1,)-—0 
M, cao Si osa) (3. 32) 


(1 ££ on l dl AM 
Cs (D AOFM Jo} 3 gcos2M gon aan 
MDS — aC Ll sin2M-- sin4M) | l 

i v (1H-Mi/ad-*) ^4 32 
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a, U—1,)— [og anh "MP" ]dt=0 | 


(3. 34) 


a ur 





M,G— ie | Sx ANE SU n Mo] de= Ea EO e| 
fo 


由 于 Mi/e—OtC) iz, a? GYII MI? cott 分 母 ow! GO 4- Mi ute) ie HEI— Ur PR ART 
时 ,可 直接 写成 «à. 
从 上 和 列 各 阶 摄 动 项 的 表达 形式 可 以 看 出 , 解 的 结构 比 上 一 章 摄 动 法 给 出 的 简单 ,而 且 不 会 
出 现形 如 (2. 85? 式 的 积分 , 即 不 会 导致 泊 松 项 (或 称 混合 项 ?的 出 现 , 解 的 形式 为 
a() —a,- Fai? Q)- 


— l (3. 35) 
MG) — M, e—t) T OB tM Heo to TMPQGdT 上 


3.3 扁 率 摄 动 解 


这 一 节 将 以 中 心 天 体 的 扁 率 摄 动 为 背景 ,进一步 闹 述 平均 根 数 法 构造 小 参数 固 级 数 解 的 
过 程 。 扁 率 摄 动 是 动力 天 文中 常 明 到 的 一 种 动力 学 现象 。 

考虑 一 运动 天 体 m( 可 看 成 质点 ) 线 扁 球 形 中 心 天 体 运 动 ,坐标 系 的 选择 如 下 :原点 即 中 心 
天 体 的 质心 ,XY 平面 为 其 本道 面 ,Z 轴 即 其 自转 轴 方 向 , 邯 铀 指向 某 一 固定 方向 ,如 果 中 心 天 
体 是 地 球 , 则 指向 春分 点 方向 。 在 此 坐标 系 中 , 痪 球 形 天 体 对 运动 天 体 癌 的 引力 加 速度 屎 ,可 
由 引力 位 YCr? 的 梯度 来 表达 , 即 

F-—gradV (r) (3. 36) 

其 中 +r 为 运动 天 体 的 位 置 矢量 ,。 引力 位 的 其 体 表 达 式 取决 于 该 中 心 天 体 的 形状 和 质量 分 布 ,对 
大 部 分 天 体 ,一 个 很 好 的 扁 球 近似 有 如 下 的 表达 式 ， 


va) Hp 7, Cypr ing] (3.3) 


EB M £a. 分 别 为 中 心 天 体 的 总 质量 和 赤道 半径 ;r 和 是 运动 天 体 的 向 径 和 纬度 ;Ps (sing}) 
是 二 阶 勒 让 德 (Legendre) 和 多项式 ,有 


P, (sing) 一 say 一 二 (3. 38) 


J 为 一 常数 ,其 大 小 即 反 应 该 中 心 天 体 对 均匀 球体 的 偏离 程度 ,通常 它 与 中 心 天 体 的 几何 扁 
率 同 量 级 ,因此 J 就 是 摄 动 小 参数 ,在 太阳 系 中 有 

地 球 :J 二 OQ(1073) 

H8;J,—O(10 D 

XE J.-O0O075 1079) 

XRJ-O(QG07D 

如 果 采 用 中 心 天 体 的 质量 M 和 索道 半径 a 分别 作为 质量 和 长 度 单位 ,时 间 单 位 取 为 
Ca/GMDI2 , 则 引力 常数 G=1。 那 么 (3. 37) 式 可 写成 下 列 形式 ; 

V (r) —-V,-V, (3. 39) 


其 中 T, 一 一 l (3. 40) 
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V, sined 


这 里 的 V, 就 是 摄 动 函 数 尺 ,相应 的 摄 动 加 速度 F 即 
F,—gradR 


显然 ,这 一 受 报 系统 对 应 的 是 一 定常 系统 ,便于 阐明 平均 根 数 法 构造 摄 动 解 的 过 程 。 


lL SER. R 的 分 解 


. 由 球面 三 和 角 会 式 给 出 
sing— sinzsint f + o) 
RAG 41) 式 得 
= EVIA - Bait 4-3 sin'icos2 (4 9)] 
根据 第 一 章 1. 4 中 求 平 均值 的 方法 可 给 出 
(Ere (ey v 


(Ecos2f —0 


(E ysin2/—0 
由 此 ,RR 可 分 解 成 长 期 和 周期 两 个 部 分 RUE Ra 
P HR, 


R,- 250-5 sin?) (1— 25) 9? 


R= zaa- Žst y-— ae] S sin'i T Y'cos2(f 4-9) 


2. 摄 动 运动 方程 


将 民 的 表达 式 代 入 (3R/ar) 型 的 摄 动 运 动 方程 (2. 30256 t 
8— fla) 4- fulare iD flasesis o. M) 
fy(a) n, n-a V? 
osos 


这 里 = 0579 GEIL E RT 
e—(a e i fw MY 
JA 万 .的 具 柱 形式 如 下 ， 
Fidam À 
i) =0 
Cfi ;—0 


37, 
Cf nm 一 一 Zrcos 
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41) 


- 42) 


. 48) 


-44) 


. 45) 


+ 46) 


.47) 


.48) 


. 49) 


. 50) 


91D 
+ 52) 
.53) 


-94) 





(Cf) En Š sin?) (3. 55) 











2p 2 
3J, 3 z 
《Du 一 zpr — sin Dle (3. 56) 
Cf) M, fpe CE) Leif 
a r l~e (3.57) 
x a taaa o aen eea 
Cfi, -i £ *n vl ec 1 一 esinf[G Ssin*i) + 3 sin'icos2(f- a] 
a apo a (3.58) 
(im E miniconi E Ysin? (f+) (3. 59) 
(da — nosi EES Qe) J= C cos? (f ben ] (3. 60) 
: — 3J ; 4 2 一 3 a 、3 
(fe qoe 7 y —(0—e57** C Ycos2Cf 4-22] 


2 


ts n 4/]1—e (a sint DC J'cos f —e(1—26?)^ “J+ 3 int i (E )'cos /cos2 Cf) 





— BU : C5-y* (2--ecos sin fsin2Cf--e) } 


(3. 61) 
EN D 9 3 un & 3 3/2 3 
Gm CC 2E Jai GET nO — siU 一 (1 一 人 2) Hi sin "uc Ycos2Cf 4-20) 


-Pha 一 -ee {Osim D E Cos f —e =e) 1^ ]4- Š sinti (E y'cos feos2Cf +o) 


| sin? i 





aC (2+ecos Dsinfsing fte} 


(3. 62) 
3. 摄 动 解 
由 于 民 ;: 二 0, 有 
f=0 
因此 满足 条 件 (3. 10) ,平均 根 数 法 可 以 有 效 地 构造 如 下 表达 式 的 小 参数 等 级 数 解 ， 
a (2 —39,-6nG-— E) H Gu 4-0; 4-7 (289) Taf? G2 -aP 0) (3. 63) 
由 (3.13) 式 给 出 一 阶 长 期 项 如 下 : 
it 一 四) 一 人 
aa) (3. 64) 
i—i = 
63 


Gdncik 





DC 一 加 一 一 32cos in(t-—t) (3. 65) 


2p 
en — 2 (2 一 Jsin'OnG—t) (3. 66) 
MG); ma- {sini VIn t) (3. 67) 


其 中 pale), EARRAN IRAR oesi DUET 
a=a, c—6 J=, 
由 (3. 14) 式 给 出 一 和 阶 短 周期 项 如 下 : 
本 
at? (D) jJ 2 Ru, 








= = R 
na 3M d na 3M n ma " 


Za 一 sin DEY = q — e] + Ssin Cm) 'cos2 Cf + w)} (3. 68) 


HE — man i EAT. 
eG) - fuo KOS SY 
— 
= dTa - Saso[cty - a c ey ae 


3 sin'i (2 Y'cos2 (f Toa) 
2 r 





é 


— smi — e*) *DLecos C£. + 2w) + cos(2f£ -+ 2a 十 4008 Gf 十 2e5]! 
(3. 69) 
iP a) = [ed 


一 Sein2i[ecos(/ 十 2&0 十 cos(2f 十 2w) 十 Secos(37 +2] (3. 70) 


aa) = fo» adt 


一 一 Seosz{ Cf — M 4r esinf) — [Lesin(f + 2w) 4- sin(2 f + 2e) 十 Fesin f + 2«)]! 





2p 
(3. 71)? 
o") 一 | Cf... de ` 
=e — Ssin "Cf — M -- esinf) + (1 — sin du 一 "DE nif ijsin3/] 
— (sin 十 G — Hsin De jsin(f + 2e) 一 d — sin? Dsin(2f + 2w) 
+ [了 7 sin 和 q - T sin'iJe]sin(3f + 29) 十 3 sin'isin(4 f c 20) 
十 sin *i[sin(5f + 29) + sinC£ — 2e) ]) (3. 72) 
MPG) 一 Joc + Cu dt 
-5 Y)1—e6i(—OO- Šein DEt — Dsinf + 3sin2f 十 J5sin3 门 
十 sin ant + Žesin(f 十 2e) 一 GE — gp sin Qf 十 2w) 
— Bsin(4f + 20) — f GinGf + 20) + sinCf — 240)]) (3. 73) 
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mimir- 
M 





列 各 式 中 出 现 的 轨道 根 数 c, 同 样 应 为 平均 根 数 gt) ,其 中 
wf) = ty t C9, E 9 d n — n) 
Ma) = M, + it M, + Mt) t) 
TF SEHE Fg S E E 1 3 DRE HELLE nG — to = OO/J EZ, o, C — 6$) — OC TEME 
到 一 阶 摄 动 项 的 精度 要 求 下 ,上 列 各 式 中 的 eo. RER TER: 
a= üg E= fy, f= 
e — a -- ax — n) 
M — M+ im MG 8) 


VW EL a, 亦 可 用 oo 代替 .不 过 ,在 积分 | Aade 的 过 程 中 ,可 按 二 体 问题 的 微分 关系 处 理 , 即 五 一 
const, fi 
di = aM 7. 二 36a Yd f 
这 样 在 积分 中 丢掉 的 是 Js(Mi75) RI Ja Cos / D ART, BIO CIO 项 ,这 显然 是 允许 的 ,在 上 面 的 
推导 过 程 中 就 是 这 样 处 理 的 .但 是 , 若 问题 的 精度 需要 准 到 一 阶 摄 动 项 ,那么 上 述 处 理 就 不 再 
允许 ,这 将 给 积分 带 来 一 些 麻烦 ,不 仅 涉 及 到 关系 式 生 4 一 M RARR A 用 ,必须 展 成 
M 的 三 角 级 数 ,从 而 变 成 时 间 ; 的 显 函 教 ,否则 真 近 点 角 上 与 w 同 时 出 现在 三 角 函 数 的 幅 角 中 ， 
无 法 积分 , 展 成 戏 的 三 角 级 数 后 ,相应 的 扁 率 摄 动 解 对 e 不 再 是 “封闭 ”的 ,这 当然 是 一 缺陷 。 关 
于 该 问题 ,用 后 面 第 七 章 中 介绍 的 各 种 变换 方法 可 以 避免 这 一 点 。 
计算 二 阶 长 期 项 的 (3. 15) REX 














a. — t) -f L8 1 A amy -| | GU af. ; (0172. pdt 
原 式 中 的 
E DHD), 3 eap, 
对 长 期 项 无 贡献 。 路 去 具体 推导 过 程 ,直接 给 由 结果 如 下 ， 
aj(t—1,)—0 
oe (3.742 
i—i) =0 


3J r,a l . 3.2 D 5 3 
Dt d= Gp cosi Hg+ wT 一 人 —sin'i Ci—346 7 y1—26)]liG—2u) 














(3. 75) 
3J 7 . 12,103, 3, 1 
toy D= GO Lar ys? v1—e’) sin'i CT ge t v1—e) 
Te te FJa to) (3. 76) 
M.G- w= Zy V1= ZLE (a Santo vi ex HP e) 
19 -28e 233 | 108 , 
sin'i C. e -+sin 二 26) 
T1 £ ess. in'i-- Psp) nCt— ta) (3. TT) 
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计算 一 阶 长 周期 项 of OHG OREA 
eo) = [ratam + à T Ramy + z S p, + (2 S rat d 











2a 
原 式 中 的 
zy, 
对 一 阶 长 周期 项 无 贡献 。 上 一 节 已 证 了 明 
oa) =0 (3. 78) 
EAERI IEEE Sq THREE E HK RIED. 
E 
e? e) - — T gif? o (3. 79) 
" o '9J]2. — sinZi 7 Buona 
i = GPP Ua —Bsin? DES 16simn ije cos2w (3. 80) 
Df a Gu ü A aG 5sin'i-- Psin'i)e'sino (3. 81) 
e? QD) — 0 p Gg ; (22 IU. in 4 十 sin' i) 
ad Heint; | Seint; Seini) Jsin2w (3.82) 


34, sini 25 245. 
(n _ TI 一 2 £3 
MP (2) = GPP a- Dein eS j; 5n 4-2 Sein ti) 


—ei (4— 5sin 'D Go 2 sin! D |sin2w (3.832 


车 用 符号 cls 分 别 宕 示 仅 与 ase,i 有 关 的 项 ,长 周期 项 和 短 周 期 项 ,那么 在 推导 上 述 
2, G —1,)58l of? (的 时 ,要 注意 到 一 种 运算 规律 , 即 
CC (t lI, ct sS 
i s [—>c, lass 
sese, d. s 


fio 
A—sinf * sinf — 1 — Lcoszf 





一 ( cos27) ( 3cos2f loszp- CAD), - CAD, 
BE s :sce 十;。 根 据 这 一 规律 可 知 , 利 用 (3, 16) 式 计算 of? CO BEL SR PRESE BRUCH RE TR 9I — 


项 
o) 


PP ERGBDEAII PO ,而 这 一 项 又 有 一个 特点 ,好 .一 六 (ae 在 首先 推导 ai? Ge 0) 
和 六: 时 ,它们 对 应 的 及.=0, 故 没有 同 题 ,再 往 下 推导 77 GO ef? GYRI MIU CORE ER. 天 .的 
特性 ,只 涉及 到 af O) se” GYRIE P? GO ,这 已 元 癌 题 ,至 于 推导 MIU G2) 还 要 用 到 ai? GO BERI RE, 
亦 无 实质 性 困难 ,如 果 仍 用 上 述 推 导 过 程 , 只 是 增加 一 些 麻烦 列 已 ,ae 名 ( 纪 仍 可 导出 , 它 只 涉及 
到 低 阶 摄 动 项 ,不 会 出 现 问 题 。 不 过 ,可 以 像 上 一 节 证 明 a (=0 那样 , 仍 以 o CO f 9 
解 ,利用 能 量 积 分 便 可 简单 地 推出 af? CO RU RARI. 

66 


z% fy 
I 








aj? = Ya 4 1—e([ psin’i (4 Ssin'i)cos2/ -Fe'sin'iC1 — tsin") cos2u 





e BT; 3.5 l. y 
十 j Zal 3 sin'i(] 2 sin*i)cosZ«-t- gj sin'icoso |) (3. 84) 
其 中 
二 了 =- Lt 一 一 (3. 85) 
tyle 20d 


计算 二 阶 短 周期 项 (3. 17) 式 比较 复杂 些 , 即 


T art roe 


c?) 一 [tos Aat? 十 E Yr 


t0, + EUe + a), lt 


(3. 86) 

除 计算 of COBRE HS BELA T] BLA X EET: of? GOD 2 BEREIT BRL, 

PE , COEUR EGRE PR B B t o DURER UR RUE SERERE RUD IRE 3X 763 
显然 有 其 优点 , 它 已 被 广泛 地 采用 。 

对 一 个 具体 问题 ,在 一 定 精度 要 求 下 ,相应 的 短 级 数 解 只 需 取 到 足够 多 项 即 可 ,通常 只 用 
到 一 阶 解 或 二 阶 解 ,高 阶 和 解 太 复杂 ,要 导出 完整 的 表达 式 太 困难 ,即使 采用 计算 机 推导 , 亦 有 很 
多 限制 , 故 对 于 高 精度 要 求 , 往 往 采 用 数值 解法 。 至 于 一 阶 解 .二 阶 解 的 提 法 ,在 不 间 问 题 中 有 
些 差 别 。 由 于 长 期 项 随 计算 弧 段 欧 增 长 而 增 大 ,正如 前 而 所 说 的 , 当 nG 一 6)=O0/J2) 时 ， 
q(t 一 4) 一 O01), 它 已 变 为 零 阶 项 。 故 通常 有 下 述 提 法 , 即 

一 阶 担 动 解 ( 箱 称 一 阶 和 解 ): 取 到 所 有 的 一 阶 摄 动 项 (包括 长 期 ,长 周期 和 短 周期 项 ) 和 二 阶 
长 期 项 ， 

二 阶 摄 动 解 (简称 二 阶 解 ) : 取 到 所 有 的 一 、 二 阶 摄 动 项 和 三 阶 长 期 项 。 


4. 扁 率 摄 动 的 力学 图 像 


EG. 37) 式 表达 的 扁 球 引 力 位 ,实际 上 是 反映 了 一 个 旋转 椭 球 引力 位 的 主要 部 分 ,既然 是 
旋转 对 称 的 , 故 对 运动 天 体 轨 道 的 彩 响 与 中 心 天 体 的 旋转 无 关 , 与 该 天 体 轨道 面 在 空间 的 “ 定 
r1" Gl DITA. BEBE J 项 摄 动 的 一 阶 解 可 以 清楚 地 看 出 运动 天 眉 轨 道 的 变化 规律 , 即 其 轨 
道 基本 上 是 一 个 旋转 枉 圆 ,轨道 面 和 拱 线 在 旋转 ,而 且 旋 转 规律 很 清楚 S AUT TP. 

O00 的 变化 ,相应 的 变化 率 恕 为 


站 一 中 = 一 Sohneos: 


当 0i 907p] 70, Bu TEE PEOR 34 90* 11808] (070 PUR T R E m i= 9078, BERE 
轨道 ,其 轨道 面 不 变 。 同 时 考虑 二 阶 长 期 摄 动 项 时  UROGREEDIERSE ECA. 76). 
(2)m 的 变化 ,变化 率 a 为 


w= a= Sn (2 Sein! i) 


34 ;—63?26/ 9X, 116^34' t, È 
5 . 3. 
2—7 aimi =0 
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这 df mo RAE REO nu 34 0-163726 sk 11634 — E180" f , 拱 线 转动 沿 天 体 运 
动 方向 ,反之 则 沿 天 体 运 动 的 反方 向 ,而 当 i=i, BT LEER LH EE B RR T E ED 
第 六 章 中 要 进一步 讨论 , 它 涉 及 到 - -种 通 约 问题 引起 的 轨道 共振 。 


5. 计算 单位 问题 


为 了 公式 表达 和 量 级 估计 方便 ,前 而 采用 了 使 x 一 GM 二 1 的 计算 单位 ,这 实际 上 是 一 个 
无 量 纲 化 的 过 程 . 若 为 了 某 种 需要 , 想 改 用 其 它 计 算 单位 ,这 是 不 困难 的 。 单纯 从 计算 而 言 .只 
要 将 已 导出 的 公式 中 出 现 的 长 度 . 质 量 和 时 间 基 分 别 乘 上 原 采 用 的 中 心 天 体 的 赤道 半径 <、 质 
基 克 和 相应 的 时 间 单 位 , 即 可 还 原 成 原 有 县 纲 的 形式 .如 果 需 要 将 公式 还 原 成 原 量 纲 的 形式 ， 
亦 很 简单 ,只 要 按 无 量 岗 量 与 有 量 网 基 之 问 的 关系 转换 即 可 。 孝 分 别 用 4 和 A 表 示 无 晤 纲 量 
和 有 量 纲 量 ,相应 的 无 量 纲 量 * 尺 度 ” 记 作 e MAA 


f ASFAʻa 
以 前 而 导出 的 2 ai G2 28 S] E DR E RIA E S BI 
z 
a= Miineosi (3. 87) 
aP aye Seq — Sat Cy — qoe) 7*4 sinti A Yeos2U a] (3. 88) 


Ks HEB a VERR a 7a 已 变 为 有 量 纲 量 , 与 a 的 单位 相同, 55 » 的 量 纲 均 为 
《弧度 /时 间 ), 因 -与 a 的 单位 一 致 , 故 (4 ) 仍 为 无 量 网 量 。 
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第 四 章 “天 体 运 动 中 常见 的 几 种 摄 动 


4.1 非 球形 引力 位 引起 的 形状 摄 动 


对 于 非 球形 中 心 天 体 , 上 一 章 最 后 一 节 曾 采用 了 一 个 最 入 单 的 模型 一 一 起 球体 近似 ,主要 
是 为 了 介绍 平均 根 数 法 攀 造 相应 慨 动 解 的 具体 过 程 ,而 在 一 般 情况 下 , 非 球形 引力 位 却 是 个 
无 穷 级 数 。 这 一 引力 位 通常 是 在 星 习 坐标 系 O— XYZ 中 给 出 的 ,坐标 原点 是 非 球 形 大体 的 质 
心 *X7 坐标 面 为 其 赤道 画 , 羡 轴 方 向 为 中 心 天 体 的 某 一 子午 线 方 向 ,Z 轴 为 其 自转 轴 方 向 ( 即 
冬 直 林道 面 )。 如 果 中 心 天 体 基 地 球 , 则 及 轴 方 向 即 格林 威 治 子午 线 方向 。 若 略 去 中 心 天 体 的 
岁差 章 动 和 极 移 , 则 该 坐标 系 与 讨论 小 天 体 绕 中 心 天 体 运 动 相 应 的 天 球 坐 标 系 O 一 zyz 之 问 
的 关系 为 

R= Rr (4.1) 
RA r 即 间 一 空间 点 在 两 种 坐标 系 中 的 位 置 矢量 。 式 中 RC AERE Ee LS COMPETE X SIT 
向 的 地 方 “ 恒 星 时 ”, 有 





SG —5, Ta Gn) C4. 2) 
So 对 应 toon. 是 中 心 天 体 的 自转 角速度 。 在 星 固 坐标 系 中 , 非 球形 中 心 天 体 的 引力 位 为 
y- E {1 十 之 之 (GP, (sing) [ Ci, cosmA-4- S, sinmA ]) (4. 3) 


其 中 
=GM ,是 中 心 天 体 的 引 态 常数 ,G 是 万 有 引力 常数 ,对 是 中 心 天 体 的 质量 。 
4. 三 中 心 天 体 参 考 李 球 体 的 赤道 半径 。 
r,9,A== 星 固 坐 标 系 中 空间 点 的 向 径 、. 续 度 和 经 度 。 
Pi 二! 次 m Er8E B EE GUESS m= 0 对 应 简单 的 蒜 让 和 芒 多 项 式 , 记 作 P 
Cis S. LX m 阶 谐 系数 。 
Prel D Pix) 的 表达 式 如 下 : 


Pi CT)= (1— 7) 





d" Ptr) 
d” (4.4) 

] d - 

PG) anar 71] (4. 5) 


ER .S A UR GL 3) 右 端 括号 中 的 第 二 大 项 是 对 均匀 球体 的 修正 , 它 反 应 了 真实 引力 位 
对 球形 引 方位 前 偏离 程度 ,相应 的 谱系 数 C6 和 Smw 即 这 种 帆 离 程度 的 具体 度量 ,其 中 心 ,, 就 是 
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上 一 章 (3. IDPH CJ) 
按 不 同 的 性 质 ,(4. 3) 式 可 写成 下 列 形式 …: 


v-tüc > CCP; Ging) + 之 > CEV Pen GinglCucosmA--SusinmA]! C. 6) 
1—8 -B "1 


该 式 右 端 括 导 内 的 第 二 和 第 三 大 项 分 别 HAE (Zonal harmonic? IURI Hi CTesseral har- 
monic) 项 。 通 常 Ca CaM Sí REED AE EW HAF ATARE A 





V — Ë ACn CP; Ging) + C Pu Ging) (Cacos244-8 s5in24)] an 
习惯 上 采用 下 述 符号 :. 
J= — Ca, 、 
Gees | (4. 8) 
Ja — G3, 2-84, | 
相应 的 表达 式 (4. 7) 又 可 篇 化 成 下 列 形式 ， 
v=% -J OY P. Ging) Ja O75 Pa Gingieas2i] "m 
其 中 
一 一 | 
l [ (4. 10) 


2À;—tg ESaC) | 
这 就 以 常数 JaA Att E TERY Cu Su, E A B de bb LEE E X JEJ ARE A— Aa. 
这 一 节 就 是 讨论 小 天 体 在 (4.9) 式 表达 的 引力 位 对 应 的 非 球形 引力 场 中 的 运动 ,i 项 摄 
动 主 要 是 反映 非 球形 引力 位 的 扁 率 效应 ,这 在 上 XB VERDE. m Jane AL 
道 的 影响 则 是 反映 东道 精 率 的 摄 动 效应 。 





l|. 非 球形 引力 位 对 应 的 摄 动 函数 及 其 根 数 表 达 式 


Beas sos rp Bran E R RD 

















R=R,+ Ra (4. 11) 
R= J ) P. (sing) (4.12) 
na; I 
Ra = Jee Pa (sing)cos2À (4. 13) 
其 中 
. 3. 1 
P.(sing)-—-—sin'g-.— 
DLP RA z| (4. 14) 
P Csing) = 3cos!q | 
WE 4.1.8 
ÀA—(, 十 下 | 
(4. 15) 
QQ SDA Sr) 
HER- AAT 





POLI ÆRE AR RTE Et A 
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sing—singsin: 
cose cos — COSH, E (4. 16) 


cosp sinl =- sinucosz 


MHRS IRE RR; 和 Rs 用 运动 天 体 的 轨道 根 数 来 表达 ,其 形式 为 











> , 
RE LG Š sini) + Ssinticos2u] (4.17) 
Ree ME J) VTA Heosi) cos Cu 200) 


4 C1--cosiYcos(Zu — 242, ) + 28in'icos 2412, ] (4.18) 
R ÆR- EPOHI, TATEA ODIA RR KEI H 2, C, CY P, sinp 3t 
同 特征 ,它们 描述 的 引力 位 具有 旋转 对 称 的 特点 ,而 RULES cR QUÉ X ode rd IH 
谐 项 的 特征 ,它们 描述 的 引力 位 不 具备 任何 对 称 性 。 因 此 ,只 要 将 J 和 Jw 项 对 运动 天 体 的 摄 
动 影 响 讨 论 清 楚 ,那么 就 能 了 解 全 部 带 谐 项 和 田 谐 项 对 运动 天 体 的 摄 动 效应 ,而 且 采 用 摄 动 法 
或 改进 的 摄 动 法 ( 即 平均 根 数 法 ?构造 相应 摄 动 解 的 过 程 亦 是 如 此 ,只 需 讨 论 Ja 和 .7 项 即 可 
了 解 其 它 带 谐 项 和 田 谐 项 摄 动 解 的 构造 轮廓 。 








2. 摄 动 函 数 R 的 分 解 


对 二 大 多 数 天 体 , 如 地 球 . 森 星 等 , 非 球形 引 力 位 的 主要 修正 项 就 是 项 ,和 而 其 它 修正 项 
都 较 小 ,如 果 ,六 看 作 一 阶 小 量 , 则 其 它 谐 系数 可 以 认为 是 二 阶 小 最。 即使 对 于 人 慢 自 转 天 体 , 不 
完全 符合 这 一 情况 , 暂 作 上 述 假定 ,也 不 影响 讨论 。 关 于 Jo 部 分 的 心 . 在 上 一 章 中 已 作 了 分 
解 , 见 (3.45) 一 (3. 47) 式 。 介 对 于 ,7 部 分 的 Re, 却 有 其 复杂 性 , 它 将 涉及 到 中 心 天 体 自转 速率 
CI 的 大 小 ,下 面 分 两 种 情况 考虑 。 

《1) 慢 自转 情况 ,例如 金星 的 自转 比 公转 还 慢 些 ,而 月 球 的 自转 速率 与 公转 速率 几乎 相等 。 
这 类 中 心 天 体 的 白 转 速率 要 比 线 其 运行 的 卫星 平 运动 速度 小 得 多 。 在 此 情况 下 ,可 以 认为 
Q, 中 包含 的 自转 起 SCO TS on G- LOTSEASUE E, THESE R 的 处 理 方 法 相同 ,由 《车 ， 











(7 Y'cos2 f TR CI 'sin2 f 的 平均 值 可 将 Re 分 解 为 





Ra — Ru Ri (4.19) 
. apa; "T 23- 3? 
Ru= at Coda (sin icos2(2. (1 — e?) (4. 20) 
Zua: 4 us ET — pos Y? — 
Ra id (—J45(€ - Y [GG - cosi) cos Cc 3-202) + (1 — cosi Y cos (2u — 260, ] 
+ Bsin'i[ C03 — (1 — 87? Jeos 20.) (4.20 





《2) 快 自转 情况 ,地 球 . 火 星 和 木星 等 天 体 就 履 于 这 种 情况 ,例如 地 球 自 转 周 期 是 Cr THE 
日 ,而 近 地 卫 星 一 天 也 只 绕 地 球 转 10 d 08].24^ 地 球 同 步 卫 景 一 大 只 转 E. 因此 相应 的 中 心 
天 体委 转速 率 与 绕 其 运行 的 卫星 平 运动 速度 接近 ,或 几乎 相等 , 故 2. 中 包 合 的 自转 量 $C) 
也 应 看 作 快 变量 。 于 是 Rs 中 只 有 一 种 项 , 即 短 周期 项 ,有 
Ra = Ra (4. 22) 
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3. 中 心 天 体 慢 自转 情况 下 的 摄 动 解 


将 分 解 后 的 Je 和 .ya 项 摄 动 函 数 代 入 摄 动 运动 方程 后 ,有 
a= fala) tH fila d +t floss Tas) (4. 23) 
其 中 ,部 分 
od) = fulare D ae o. M) 
的 具体 形式 在 上 一 章 中 已 列 出 。 而 .六 部 分 f. 旭 包 含 两 种 项 , 即 









































f= fot fe (4. 24) 
.六 的 具体 形式 如 下 |; 
(六 一 0 (4. 25) 
(fau) 50 (4. 26) 
Cf = c 2 ynsinisin22, (4. 27) 
^J. z 
( f C pieni (4.28) 
Cf ) Og 3 Hnd sint i cos212, (4. 29) 
ERTE e yad sin) Ie costi (4. 30) 
其 中 P=a(l—e’), fz 涉及 到 aR 0, i 
_ 2 8R, 
MR (4. 3) 
0v z SR, 
1 qeu, (4. 32) 
na e re 
1 OR, ARa 
Cf) = (cosi -> 一 一 (41. 332 
7 na! w 1— esini du aQ 
. 1 ARa 
(fala = — — (——) (4. 3: 
fia na! J/|—-esimi A 430 
. —pe? AR, p 
Cf... — Y 7 2 Cro cos Cf in (4. 35) 
nac 
Vl -pt e^ aR,, 2 adR;, . 
Cau za E v1—et nas d >) na! A? (4. 36) 





HIA CLERI hti DESI p BI o HEATHER RE, M J ARE 
AMAS. TEH hE Je FRARI. E RS TAA 


oj" w= fa P Ald 

















o= fo [6 ad tft), dt (4. 87) 


BU o OS, ME J; 部 分 的 天 MESRA. 5D G. 560 ,但 对 .7 项 摄 动 而 言 H 
于 《0 六 一 六, 放 只 需 考 虑 与 FCRI 项 ,出 
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ai 
udo 














积分 后 得 
a Q0 (4. 38) 
ef? Q)—0 (4. 39) 
2 
P= GO nsinicos242,/0 (4. 40) 
tL 3a2 ss . 1 2- : 
£4 G)— —( 25! )ncosiL 1 7 tg Gu / £1) ]sin20,/0, (4. 41) 
a 
Po OE DA sin? (1/0 Jein202,/6, (4. 42) 
Baid ss 3 . 5. , 
MiO = 2p Ja vi—e[ 2 sin^r Gu / (2) ]sin2£,/(. (4. 43) 
上 述 各 式 中 的 他 为 
0,—10,— n, (4. 44) 


D, 是 吕 的 长 期 项 系数 。 
积分 o? 如) 时 ,与 上 一 章 积分 o1? (的 类 估 , 在 准 到 二 阶 周期 项 时 ,积分 过 程 中 可 视 慢 变量 
为 常数 , 且 dr 与 47 之 间 的 转换 可 用 二 体 问题 关系 ,但 积分 后 慢 变 量 应 为 a(t)。 由 此 积分 得 


Q(t) — Su T MC X CL +eosi Ycos (2u 2/2.) +1 — cosi Y cos (24 — 242.) ] 





mn (4. 45) 


— G) LESS (a -Fcosi)! [ecos Cf 十 2 十 20.) 





i^o dmt 
十 cps (2u 3-20.) - $005 Gf 20-20, )]+ G — cosi? [ecos (f+ 2 — 2,2 
cFcos (2u — 2022 - cos (3f+2w— 200 (4. 46) 
E(D = — PI ao + esinf Jsin202, — 4 C1 --cosi[ecos (f+2w+ 20,) 


"cos (2u-- 261.) 4- T cos (3 f - 29-- 202] 








T cosi [ecos (f+ 24 2(2,? 二 cos (2u — 202) - 了 cos(37 十 2w 一 20, ]! 


(4. 47) 
ai 


D? ()--—( 3 see) (cosi[ — M)--esin/ Jcos212, 


— 1 (1-- cosi [esin f+ 29--202,) --sin(2u--20,) -- sin (3 /4-2e4-202,)] 


4 


€ 
3 
TO cos [esinCf 4-20 201) "-sin Qu — 201) +É sin Bf -26— 201) 





(4. 48) 
eX? Q1) -- [at? (6 h —cosi2? CO 
42 
(^e - CR sinti Cf — Lacie )sin/4- — sin2 f+ 155in3/ cos 211, 
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+Eateosi [-lésinc f+ 20-26) — a— Le)sint f--2e--20) 


3 )sinC3/+ 2o-- 202) 


+ esin(4f+ 2o 十 20.) 十 二 ersin(57 十 2 十 20] 


十 3esin(2u 十 20.) 十 (了 十 


+E acos- Lesin- f+ 2u—20)— 0—4 eesin 2e 201) 
+3esin 2u — 20+ CZ Hesin (3f--29— 200) 
Desin (4 f--22—20)) +4 esin +2w0—20)]) (4. 49) 
M= Tr oE VITE eosi)? 
x [esin f +2042) +sin( Qu--20,) HE sin GS+ 29-20, -- $0 — cosi) Lesin (f 


4 duo - 20.) + sin Cu — 20) + É sin Gf + 2o — 20.)] + S sinti [C£ — MD 十 esiny] 


cos 20, ) . (4. 50) 


4. 中 心 天 体 快 自转 情况 下 的 报 动 解 


对 于 这 种 情况 , 摄 动 运动 方程 (4. 23) 右 函数 的 ;部 分 只 有 一 种 项 ,中 
f= ae ufi (4. 51) 


由 于 昌 含 :的 部 分 对 应 快 变量 ,又 与 真 近 点 角 了 同时 出 现在 三 角 函 数 的 幅 角 中 , 故 必须 将 (二 ) 
和 上 等 量 展 成 平 近 点 角 M 的 三 角 级 数 。 为 此 ,利用 第 一 章 1.3 中 给 出 的 结果 ,将 (六 请， 
(C£ Y'cos2f 8I CI 'sin2f RE M 的 三 角 级 数 , 取 到 ?项 的 形式 为 


(Ey (+43) +3ecos M+ 5 e'cos2M- 
ü € 5 i 7 17 H 
CO cos2f— — cos MT (0 5e Jcos2M - 7 ecos3M t e cos4á Mr e (4. 52) 


(全 )ssin27 一 一 人 sinM 十 (1 一 Det)sin2M + T esin3M-- U sin M + e: 


将 此 式 代 入 (4. 18) 式 得 


74 





26. 
Rs = Me (1-Fcosi)?[ 一 cos CMT 204-2425 43- (1— Secos 2M -2a-- 202) 


十 Tecos (3M--2«-- 24220 - V cos (4M --2a-- 2/2.) 
CL cosi [ — cos (M+ 2w— 20)-- (1— Se eos(2M+ 2 一 20.) 


+F ecos (3M +2u—20,) t ercos(4M+2u— 20] 


+2sinil O+ e )cos20,4- S e(cos CM - 262) Ecos M — 20) 


+E GosC2MA- 202.) --cos (2M — 212) ]) -O GJ.) 


(4.53) 


将 分 解 后 的 Je DEBERE EREURI .J 项 对 应 的 Rs, 代入 摄 动 运动 方程 即 得 
a= fH fiGosJ + fra tu (4. 54) 


与 JE 2E n f n COS 
s?) = EE Pa) 十 fo jdt (4. 55) 
考 嘎 到 实际 情况 和 分 析 问 题 的 需要 ， WT AREIS Ote) 项 ,由 此 积分 上 式 得 
ai (ft) 一 SEC (+oosiy’ [4 eos CM -r 2w-4- 26.) 





cos (M-- 2«4- 20,) 4- cos (3M 3- 2«4- 242) ] 


a Ê o te 
i2 20—2a/3) 
^ cosi [z cos CM --2— 210) 


cos( M-- 2o — 20, BET cos (3M +2e— 20,)] 


e 
— 20-26) ^ a/3) 
+ 2sinti( Fe) CT zos M 4-26, ) 十 一 一 一 x cosC M —21(,) ]) (4. 56) 


3a; (— 44) 


iz (a --cosi! Liz cos CM H204- 25,) 


2(1—2e) 
—cos (2M + 2w 2142, +- 


e (#) = 


ERES (3M-- 2t 251) 


cos (4M +H 2e - 212.) ] 


8 
2(1—2a) 


vole | 
4( —a/2) 

. 1 
tfi mW appe ette o id pas (2M + 29— 242.5 


cos (3M 7-2w— 2411) + — 7 — cos M+ 29— 211.) ] 


REN 
6C14-2a/3) e 723) 


asini 3 C saremo Ds ortos CM — 2(,)) 


EMEN -cos (2M 202.) + cos 2M —2(,))) (4. 57) 


4 1— is 
ag 
iP Q= is sini (— (1 "reos. gcos (2M - Zo -- 21.) 





— eC. cos (M--2«4- 22,2 cos(3M- 2w4- 2/2.) j 


1— 2a : —$ü-475 
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Facete un 
7 
Gia z cos CM 4-2:w— 212.) 30 24/3; 09 GM t 2w 260222] 
— 36 S l 
十 2[ 二 cos20， SeC 35008 M E200 — lr -cos (M — 242.22 ]) (4.58) 
£go 
e 


—e(— sin (M+ 2-212) —sin(3M+20a+20.))] 


1—2a Us A /3) 
re 2w—20.) 


一 (一 ~ sin(3M++2w— 20.))] 





sin(M+2w—20.)— 














EST —u /3» 
一 2cosi[ 二 sin20 —3Gq—x Tanin Mr 20) — ggn M- 20221) (4. 59) 
eX? (0) — — cosi? ( H [ ar? ej 
3ai(— THa 1 
[o (2) ], da? 2 (1 oos [T gin OM tr 2a 201) 
7 . 
730—273): GM T Ze 20) 
5. 17 
Ted MM 4G ap 4M 2o 20] 
| — T : | 
— (1— cosi)? EX A sin M-- 209—212.) Ey 24/35 4 GMT 2e — 212.) 
5 17 
telg aysin 2M + 2 2.) 一 qase 2£1) ] 
+2sin i S C sin M+20,) +i (M — 202) 


ix 
Lie Z sin20, Tics qapin 2M 4-20, ?十 了 
Mec. [a1 
Sai(—J4) XR 1 
tUa; [cosi LV 





1 gin (2M—200)]) (4. 60) 


-z in CM 2o-- 2(12) 


€ (1 sin M 4-294- 2022) 4- 


^ 1—2a 38-3 sin(3M 4-2e-- 222? ] 





7e ü 1 
301— 22/3) 661—2a/3) 


T -eosD'[1 -z 20 4a Sin CM d 2a — 252) 











1 ,1 ， EE | lo oni 
D a 7 gan M+ 100-55 5,535 0 sq gay iS GM 20720001 
+ 2sinti[— bsna t 135 — zr ssin M 202) 
3e 
tipa! -zzp M- 212.))]} | (4.61) 
上 述 各 式 中 的 a 与 前 面盆 自转 情况 中 的 s( 见 (4, 44) 式 ) 不 同 ,其 含义 为 
a—n,/n (4. 62) 
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5. 赤道 椭 率 据 动 效应 的 特征 


由 于 .7 项 是 反 喘 中 心 天 体 的 非 旋 转 对 称 性 ,这 就 相当 于 一 个 摄 动 体 附 郑 在 球形 中 心 天 体 
上 , 随 着 中 心 天 体 的 自转 而 转动 ,因此 , 摄 动 效 应 与 该 中 心 天 体 的 自转 有 关 , 无 论 是 慢 自 转 博 况 
还 是 快 自转 情况 , 除 引 起 周期 摄 动 效应 外 ,都 有 可 能 出 现 轨道 "共振 "现象 。 

对 于 慢 自 转 情况 ,共振 现 第 将 出 现在 运动 天 体 的 轨道 面 旋转 速率 ( 即 的 长 期 变化 宰 } 与 
电 心 天 体 的 自转 速率 ( 即 摄 动 体 的 转动 速率 ) 接 近 时 , 即 (4. 44) 式 中 的 msg,ass1。 而 对 于 快 
生 转 情况 ,共振 现象 则 是 出 现在 运动 天 体 的 平 运动 速度 与 中 心 天 体 的 自转 速率 接近 时 , 即 
(4. 62) 式 中 的 nnam]. 这 两 种 情况 ,在 摄 动 解 中 分 别 出 现 由 于 遵 约 而 导致 的 小 分 母 。 如果 
只 是 接近 通 约 , 即 “ssl1, 相 应 的 周围 项 的 振幅 村 增 大 ,周期 变 长 。 例 如 快 自转 情商 下.a2 CO m 
相应 的 项 





1 
]-—« 
将 变 为 长 周期 项 。 如 果 a1, 即 mn, 则 会 导致 前 面 给 出 的 级 数 解 失效 。 但 是 运动 本 身 只 可 能 
出 现 燃 似 于 单 摆 的 现象 ,而 无 其 它 异常 ,这 是 一 种 有 别 于 一 般 共振 现象 的 所 谓 轨 道 共振 ,该 问 
题 将 在 后 面 第 六 章 中 介绍 。 尽 管 它 是 一 个 理论 问题 ,但 其 天 文 背 景 是 非常 明确 的 ,如 24 地球 
同步 卫星 的 运动 ,就 会 出 现 由 于 中 心 天 体 ( 地 球 } 非 球形 引力 位 引起 的 上 述 共振 现象 。 





cos (2M+2w+ 212.) ,+ 


4.2 第 三 体 摄 动 


1. 动力 模型 


在 绪论 的 第 2 上 节 中 曾 提 到 过 ,一 个 可 以 归结 为 受 概 二 体 问 
题 的 N 体系 统 ,N 个 天 体 均 看 成 质点 ,坐标 系 建立 在 中 心 天 体 
上 。 不 失 一 般 性 ,可 考虑 一 个 天 体 的 运动 , 摄 动 天 体 的 轨道 当 作 
已 知 ,此 妈 第 三 林 摄 动 问题 .如 果 摄 动 天体 的 轨道 与 运动 天 体 一 
样 , 亦 需 同时 求解 ,那么 仅仅 变 为 同时 求解 两 个 天 体 的 摄 动 运 动 
解 问题 ,从 方法 而 音 , 只 是 方程 由 6 维 变 为 12 维 ,没有 任何 其 它 图 4,2 天 体 的 相对 位 置 
不 同 之 处 。 下 面 记 Mom 和 ze 分别 为 中 心 天 体 、 运 动 天 体 和 概 
动 天 体 的 质量 ,三 个 天 体 的 相对 位 置 见 图 4. 2。 

关于 第 三 体 摄 动 问题 ,基本 上 有 两 大 类 。 一 是 外 摄 情况 , 即 摄 动 天 体 到 中 心 天 体 的 距离 r 
大 于 运动 大 体 到 中 心 天 体 的 距离 r,( 气 )<1。 另 一 种 是 内 摄 情况 , 即 re CO. 


对 于 外 摄 情况 ,有 两 种 可 能 ,二 尽 1 Rm LM RMANA. AREN MAER 


I. BRRR m 人 ,而 并 不 需要 二 <&1; 如 果 同 时 有 亏 尺 1, 即 报 动 天 体 m ERER OK 
体 ,在 此 情况 下 ,往往 改 为 讨论 运动 天 体 m 相对 中 心 天 体 M 与 第 三 体 m 的 质心 的 运动 。 
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上 述 两 类 摄 动 模型 ,在 太阳 系 中 背景 是 非常 明确 的 。 人 造 卫 星 绕 地 球 运 动 受 太阳 、 月 球 和 
其 它 大 行星 的 摄 动 ,自然 五 星 绕 相 应 行星 运动 受 另 - 颗 “ 外 ”卫星 .太阳 和 其 它 大 行星 的 摄 动 ， 
小 行星 绕 太 阳 运 动 受 “ 外 ”行星 (这 里 指 小 行 尾 扬 道外 侧 的 大 行星 ) 的 报 动 ,以 及 -- 个 大 行星 线 
太阳 运动 受 嚼 一 个 在 其 轨道 外 侧 的 大 行星 的 摄 动 等 , 均 属 于 外 摄 情 况 的 第 三 体 摄 动 问题 ,而 人 
造 卫 星 爱 地 球 非 球 形 引 力 位 的 田 谐 项 摄 动 ( 如 上 一 节 讨论 的 J 项 即 代 表 一 个 摄 动 天 体 ) ,自然 
开 星 运动 受 另 一 个 “内 ” 卫 昆 的 摄 动 等 , 则 都 属于 内 摄 情 况 的 第 三 体 摄 动 问题 。 

这 一 节 将 以 典型 的 外 摄 情况 作为 讨论 问题 的 背景 ,系统 地 阐述 如 何 应 用 改进 的 摄 动 法 ( 胖 
均 根 数 法 ) 构 造 摄 动 解 (级 数 解 ) 的 过 程 ,并 给 出 相应 摄 动 解 的 具体 表达 式 。 所 采用 的 坐标 系 为 
O-zmyx, 坐 标 原点 口 即 中 心头 体 ( 质 心 上 ) ,xy 坐标 面 为 某 一 参考 平面 ,如 讨论 大 行星 的 卫星 运 
动 (包括 人 造 地 妹 卫 星 和 其 它 大 行星 的 轨道 器 ) 时 ,这 一 参考 平面 即 相应 大 行星 的 未 道 面 , 面 讨 
论 小 行星 和 大 行星 的 运动 ,往往 采用 黄 遵 面 或 太阳 系 不 变 平面 。z 轴 方 向 为 基 一 固定 方向 ,如 
春分 点 方向 。 在 此 坐标 系 中 ,天 体 m 的 运动 方程 为 

per Gn! $: tiD (4. 63) 
Ker rur AARRE 4-2, 5G OM 900 .G 为 方 有 引力 常数 。 相 应 的 摄 动 函数 屎 即 


R —Gm' d-i r) 


=Gm' GL ose) (4. 64) 
EP 9 Jie SEXE m 各 摄 动 天 体 m 对 中 心 天 体 的 张 角 , 见 图 4.2, 并 有 
cos% 一 (二 ) + d 4. 65) 
由 定义 
A=r—r! 


在 外 摄 情况 下 ,+r<x' ,有 
A- (rr! * — 2r! cos do. ^ 


—1. S P, (cosp) (5) . (4. 68) 
F ieg r 
其 中 PíCcosg) Re cos% BPEHESEmX.p—$simsb. Hg 
Pacos) 7-1,  P,(cosd) --cosgr (4. 67) 


而 仅 与 摄 动 天 体位 置 有 关 的 项 ,对 所 讨论 的 问题 无 贡献 ,由 此 将 (4. GEO SEG HIA CA.: 64) 
式 得 
R om M Gr! Pi Gcosg) 


$a 
Gm! costy HC cosg cos] 
(4. 68) 
这 一 表达 式 对 内 摄 情 况 (r>>” ) 不 适用 ,但 亦 可 用 类 他 方法 处 理 , 有 
.1 


l.l — r r7 一 1 人 
二 一 六 人 2 "cos6- ~y) 
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—-Z P, (cose) ~) (4. 89) 
代入 (4. 64) 式 后 得 
R—GOCm' (L6 a)cosy | Scos'y : ME (4. 70) 





Fitz ie RHE S. n RIAIR Pios T RIRA ER Aa 0s Com iom , 因 通 常 


COEL 即使 不 满足 这 一 条 件 ,只 要 对 Ps(cosg) 项 讨论 清楚 ,那么 对 与 此 类 似 的 Ps(cosg) ,… 
等 项 也 就 不 成 问题 了 。 不 过 ,如 果 运 动 天 体 在 运动 过 程 中 与 摄 动 天 体 相 妆 接 近 , 那 么 上 述 考 虑 
会 发 生 问 题 ,关于 这 一 特殊 情况 的 处 理 , 可 参看 文 L23] 及 其 有 关 文献 资料 ,这 里 不 再 讨论 。 


2. RARR R 的 分 解 


首先 要 将 灵 表示 成 轨道 根 数 的 形式 ,关键 在 于 cos 多 的 表示 方法 .由 定义 (4, 65) 式 ,利用 第 
一 章 给 出 的 位 尊 天 量 上 的 根 数 表达 式 人 1. 37) ,不 难 导出 


cosd = Acos f + Bsin f (4. 71) 
其 中 
A- (cos +cosi’ )cos (e —8--u' )-- (1— cosi! cos (— 0—u' }] 
J- CI -Ecosi?[ CLH-cosi' )cos C -0— u' ) -- C1 — cosi! )cos(we--0--u' ?] 
--2sinzsini' [cos (e—«' ) —cos(m-k u! ) ]) (4. 72) 
B= 一 十 ((L 一 cosD[G 十 cosi Si 名 一 有 十 2 ) +G —cosi! )sin(Qe—0—4u' )] 
-F Go cosd LO 4-cosi' )sinGed-8— u' ) J- (1 — cosi! )sin Ce -8--u! ? ] 
3-2sinisinz' [sin(e— 4! ) —sin(ed-u' 2 1) (4. 73) 
这 里 
6—0—0'. u Sf (4. 74) 


所 有 带 ″“ ”的 根 数 OI ,w' ,等 , 均 为 摄 动 天 体 相对 同一 中 心 天 体 的 轨道 根 数 ,下 茵 不 再 说 
BH. HE cosy 代入 (4, 68) 式 , 取 到 -Pslcos 四 项 ,得 
R^ CLY[-- OPHEBO EI GT BÜcos2f-bABsim2/] (4.75) 
B—Gm' jr? (4. 76) 
对 于 ( 声 )<1 的 外 摄 情况 ,上 述 表达 式 比较 理想 ,因为 在 这 种 情况 下 ,只 有 运动 天 体 的 真 近 点 
B /是 快 变量 ,而 Oo 和 摄 动 天 体 的 8 o! , 疡 都 是 慢 变 量 ,上 述 表达 式 正 好 将 快 , 慢 变 量 完 
全 分 开 , 这 使 于 求 相应 摄 动 解 的 各 种 摄 动 项 
ALTRI E Gn KI 的 情况 以 及 一 些 理论 问题 ,如 研究 小 行星 运动 中 的 轨道 共振 (包括 
长 期 共振 辣 题 ,将 会 涉及 运动 天 体 和 摄 动 天 体 的 运动 根 数 f,f" 和 有关 量 均 要 展 成 相应 的 平 
近 点 角 MM MAZAR M cos 儿 的 表达 式 往往 采用 另 一 种 表达 形式 , 即 


uio oy 
z Sin zocos A') 


; :1 
cos — (1— sin? ; sin? 7 十 sim 
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- Lainisin/' [cos Cu —u' ) —cos(u tu’ )| 





2 
十 sinz Scos’ $cos (ATX — 20) +cos? Fsin’ cos EX 207 ) 
-Fsin? sim 7j cos Qa! — 214-240 ) (4. 77) 
其 中 
u—f-e, u =f to, ASS tot, X fe +R 《4. 78) 


HAPS 7 —0 时 , 即 坐 标 系 的 zy 平面 采用 报 动 天 体 绕 同一 中 心 天 体 运 动 的 轨道 平面 ,如 讨论 


小 行星 的 运动 , 常 作 这 样 的 处 理 , 上 述 表达 式 即 可 篇 化 为 


cosg 一 (1 一 sin? cos 4— 4 ) +sin’ $cos CX —20) (4. 79) 
现在 回 到 对 (4.75) 式 的 讨论 。 利 用 第 一 章 求 平均 值 的 方法 给 出 
(Flt C-ycostf— 3e, CLy'singf 0 (4. 80) 
C RES ERR 中 可 分 解 为 
R-—R,-FR;--R, (4. 815 
R.- i Beca $e] (4. 82) 
Ry Ba LL O Že e] (4. 83) 


RT S Er] E Y'cos2f — 26] -S,C- Y'sin2f] (4. 84) 

其 中 
luo 3 

C-g z 5n tl j sin" (4. 8 


IL » fsin?i[ Zsin?i! cos28-- (1 -- cosz' Ycos(28—2u' ) -F (1 —cosi' Y'cos(20--2u' 2] 
--2sin2i[ 2sin2i' cos —sini' (1-F- cosi! )cos (8 — 2u' 2) -Fsini' (E —cosi' )cos(26--2u/ ) | 


FAG — 3 sin') [sin'i cos2u'! J} (4. 86 
L,— iU Q —cosi*D +} O +cosiD:+sin?iD, 

-F2sinz (1 —cos:) D, -I-2sini (1 H-cosi 4,1 (4. 87) 

S =C h (4. 88) 

Sa (4. 89) 
四 一 一 id 2 1 cosi) DHE (cosi), csin?iD, 

"F2sini (1—c08: 2D, T- 2sini C1 H- cosi) Diot (4. 90) 


XT Di D, ,Di 的 表达 式 如 下 ， 
D, —2sin*' cos( Ba — 28) -I- (1 -- cos?! Yeos(2w— 20+ 2u' 7 十 (1 一 casi )cost(2w— 20— 2u' Y 


D, — 2sin?i! cos(2«-1- 28) + (1H-cosi! Ycos(2w-F 20— 2u' ) | (1— cosi! Ycos(2w-F-26-- 24 ) 

D,-—A4(1— sint? )cos2«-- 3sin*i' cos (2e: — Zu' ) 3- 3sin?;' cos(2w 4-2u' ) 

D, —sinr' [ 2cosi' cos(2w — 08) — (3--cosi' )cos(290i— -H Zu! 3-F (1— cosi' )cos (29— 0— 2u' ) | 

D, —sini' ( —2cosi! cos (2e -- 8) -- C1--cosi' )cos(2w--0— 2u4' ) —(1 —cosi' )cos(2a--8-- 2u' ) | 
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(4. 91) 
477 2sin?i! sin (220— 28) 二 C1-2- cos?! Ysin (2e— 28-- 2u' ) - (1 cosi Ysin(2w— 28— 2u' ) 
D, — 2sin?isin(2w-- 205 + (1-2-cosi' Y*&in(2w4- 20 --2u' 3-1 cosi Ysin(29e4- 20-- 2u' ) 
D,—4( sint Jsin2w-- 3sin?i' sin(2w— 2u' ) H- 3sin?i' sinC2w 24s! ) 
D, —sini' [ 2cosi' sin(2w— 40) — (1-4-cosi' ?sin(2w—6-- Zu' ) -F (1— cosi! )sin (29— 0— 2u' 2]! 
D, —sini' [ —2cosi' sin (2094-0) -- C1 J- cosi' 2sin(294-0— 2u' ) 
-— (1 —cosi' )sin(2e-F-0-- 24^ ) | 





(4. 92) 
3. 摄 动 解 
HEJER RR 代入 (3R/39) 型 的 摄 动 运动 方程 即 得 
a— f.Ga) - f. Ca o! st) (4. 93) 
关于 摄 动 部 分 A 的 大 小 ,可 作 如 下 估计 ,对 干 外 摄 县 (37)<<1 的 傅 癌 ,有 nm sr BUE 
Acta (4. 94) 
于 是 由 (4. 63) 式 可 知 , 第 三 体 摄 动 加 速度 已 , 与 中 心 引 力 加 速度 Fo 大 小 之 比 为 
eG DG (4. 95) 


由 此 便 可 给 出 f. 的 相对 大 小 。 
对 于 人 造 地 球 卫 星 的 运动 ,前 面 已 指出 ,地 球 非 球形 扁 率 项 (J;) 的 摄 动量 级 为 10', 看 作 
Bieb ifi JE LR ERG 95? 式 表达 的 第 三 体 ( 日 .月 ) 摄 动 的 量 级 均 为 二 阶 小 量 。 对 于 水 
阳 系 中 其 它 天 体 的 运动 情况 ,上 述 第 三 体 报 动 的 量 级 有 可 能 上 升 为 一 阶 小 量 , 但 产 中 的 长 周 
期 部 分 往往 更 小 些 , 可 近似 地 视 为 二 阶 小 量 。 因 些 , 对 于 前 一 种 力学 系统 ,着 同时 考虑 J 项 摄 
动 , 则 有 


da= f (a fod) faa so! arie) (4. 96) 
其 中 
万 一 广 十 广 。 | (4.97) 
f= ft Fat fs 
是 第 二 栖 摄 动 部 分 。 对 于 后 一 类 力学 系统 ,可 以 写成 
o= faH la £2) flee 0 (4. 98) 
其 中 
md (4. 99) 
f= fa 


f, 和 ff 均 包 含 第 三 体 摄 动 部 分 。 
在 上 述 处 理 下 ,用 平均 根 数 法 构造 摄 动 解 时 ,仅仅 涉及 到 第 三 体 报 动 的 各 种 报 动 项 可 由 干 
询 积 分 给 出 : 
8i 





o, — ta) = f (fadt 
aa = |U + zoo 


o6) = T Bart) + fede 
对 于 前 一 种 力学 系统 ,有 
f=f aerisd! ye P 3E) 
fr= fala, ate) 
J= fala, ate) 
f fua seuisdi) 
而 对 于 后 一 种 力学 系统 , 则 有 
F=f laseia! ,e Vi 3E) 
f, fu(o,o te) r 
fi fuG o! te) 





(4. 100) 


(4. 101) 


(4. 1025 


(4. 103) 


(4. 104) 


上 述 两 种 系统 ,六 的 三 个 部 分 Sofi 和 下 都 分 别 对 应 于 (4, 82) —- (4. 84) 式 给 出 的 R R A R, 
积分 (4, 100) 式 ,给 出 第 三 体 摄 动 的 长 期 项 s(t 一 to) ,相应 的 长 期 项 系数 e 的 表达 式 为 


8,—0, e50, iüLi-0 
n 3 3 3 一 了 3 2 By" Fi > 
:一 一 (于 如 )0— sin i Yd se )(1— e^ ncosi 
_ 3p 3 LI unt; le —. pł} 12 
a= ee X1 j sini JEC z sini) 5€ £1) 7g 
M,— — (Špa) 1 — Ssin'i! ) 1 — Sint Cz +e) 
有 的 意义 已 变 为 Gm' /ur! ^ AA) OL 101) 式 ,但 只 列 出 直接 部 分 


Too 


的 结果 , 即 
a; G)—0 


e; — — G fabae w 1 一 好) 五 ， 





u= ($ Banc >e VIZA CEH, 


— (Ban —RLTMÓÓ04S8)H,r-CGe)] 
2 sin: 2 2 


41—e 

1 3 5 
— (ac $e, eg 
y | —e*sini L 2^ t 2* 1 
w(t) = —cosit,G) + (F Ba? VIEH, -SH;] 


Q0 G fas 


M(Ð=— (È ganET 3H + (5 十 5e2 H] 


其 中 | 
H, -l(la-cs'K, -ia 4-cosi Y K,--sin*;K, 
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(4. 


(4. 
(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


1053 


- 106) 


1075 
108) 


109) 


110) 


11D 


112) 





-F2sini (1 —cos:2 K,4- 2sinz (1-- cosc) K, ] (4. 113) 


H,— 1 (sini, E sinziK;] (4. 114) 
H.— cosi K, +E (cosik, 

—sinz(1 —cosz) K, --sinz (12-cosi2 K, | (4. 1152 
H,— Vc DsinZiK s +4cos2iK n—6sin2iK s] (4.116) 


H.— [sini (1—cosi) Ky —sini (1 -cosi) Ku +sin2iK 
4- 2(cosi —cos2i) K 42-2 (cosi - cosi 2:2) Ks ] (4. 117) 


H= | [sin'iK y, + 2sin2iK y +2(2—3sin?i)K s] . (4. 118) 


H. = Ep eosi Ka Hi (1 +eosi dK e +sin’i Ka 


-F2sini (1 —cosi) K t 2sini (1 -eost) Ks] (4.119) 
K,—25in*i' cos (2:90 — 20 /ni C1 d- cosi! Ycos(2e— 20 3- 2u' fn; 
-F(1— cosi! Ycos(2:— 20 — 2w )/n, (4. 120), 
; 722sin*i' cos (2w 7- 20) /n, t C1 g- cosi! Ycos 2u-26— 2u' Yn, 
T (1 cosi" Ycos(2ar4- 28 2- 2u' ) /ne (4. 1200, 
K4,—2(2— 3sin'i' )cos2w/2«, + 3sin^i' cos (2 — 2u' )/nı 3s1n"i! cos (2w 2u' ) /ng 
(4. 120), 
sini! [2cos' cos (2w—0) /n, — C] 十 cosi' )cos(29 —8 3- 2u' ) /no 
T- (1— cosi" )cos(2u— 6— 2u' ) /mi | (4. 120), 
K; =sini' [ —2cosi' cos (29 2-0) /ns (1 -- cosi )ecos (200i d-8— 2u' Y /ns 
— (1—cosi' )cos (2u--0-- 2u' )/n] (4. 120); 
K= 25in/i' cos20/20, 3- (1 d- cosi! Ycos(20— 2u' ) /nig tH (1— cost! Jcos(264-2u'! ) /ns 
(4.120), 
; —sin2i' cos8/B, — sins! (1--cosi' Jeos (0— Zu! Y/n tsini! (1—cosi' )cos (O+ 2u' 2 /ng 
(4. 120), 
Ka —2sin?i' sin(2€9— 20) /n+ (1 --cosi' Ysin(2:w9— 20-7-2u! )/n;- 
7- C1—cosi' )*sin(2«— 20 —2u' ) /ns (4. 121), 
K= 2sin'i' sinet 20) /n, 4- C1 cosi Ysin (w+ 20— 2u' ) /ns 
FQ —cos:' )sin(2e T7 20-7- 2u' 3/5, (4. 1215; 
K,,—2(2-—38in^i! )sinZw/2u, + 3sin?i' sin(29— 2u ) /n; A-3sin?i' sin(2e4-2u! )/n, 
(4. 1215, 
K,7sini' [2cost sin(29 —8) /no — (1-- cosi! )sin(2w —0-F- 2u' ) /nso 
十 上 一 cost )sin(2;9—0— 2u' )/ni] (4. 121), 
K,,—sini' [ —2cosi' sin(2«-- 0) /mz (1-- cosi! )sin(2e4-8— 2u' ) /ns 
— (1— cosi" )sin(2w-2-0-4-2u' )/n,] (4.1215, 
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K,,—2sin?i' sin? 2 六 十 (十 ceosr 2sing28 一 287 2/1; 4- (1 — cosi! Ysin (20H 2u' /ms 


(4. 121); 
K,—sin2t' sin 一 sint C(1--cosz! )sin(6— 2u' Yng sini! (1—cosi' )sin (0 g-2u' 2 /ms 
(4. 1215. 
K,,— sin? sin2 /2n' i (4. 1215, 
上 述 各 式 中 的 rorot on E TRERE ER E (SR LB 
n, —2w,— 28,, n,—20,—20,--2n'.  n,—2«,— 20. — 2n' 
n, = 2w, - 28., n= 2a + 20. —2n' , na=2a t20, + 2n' 
n= 2o n, ng— 2w, H2n' , n= 2o, — 0, 
fas 2w, —0,2-2n! , no= 2w, — 0, —2n', n= 2w, 3-0, 4- 122) 
n,1— 2«,4-0, —2n/ , mam w, 0. --2n' ， ny — 20,— 2n" 
ni — 20.3-2n' , i; 0, —2n' ， namh + 2n' 
其 中 
g=". (4.123) 


£2, o. ej B A AER o HERTE. T O. M a 是 摄 动 天 体 的 Y A v HERTE, 
积分 (4. 1020 33486 E ARA oC). BI 








e, G) 一 GS fa? )2a6, (4. 

ett) = 3 Bay ey LlG G) (4. 

L= 2 pa’ j 一 一 一 一 AA n ; &osiG; — (5) (4. 

3 1 

£0 —GG-8a)——————G . 

: 2 fa Y ma ' a 

W(t) 二 {六 ipay iE 6, cosik tt) (4. 

M,(D--—(0- 2 fa 5) . (4. 

其 中 
G, 一 9 [—e’—2ecosE+ Lre'cos2E JH S.L —e — tecosE-- (1.— Le )cos2E] 

HS, /1—e*[— 2esinE---sinZE] (4. 


Gj =S [euH e sing ig sin2E— -Le asing E] 
£54: 3e dosing 4-La 4 ie)sin2E— 1e — te)sin3E] 


十 Si 1e E z ecos E 





2 
G,— S [C7 2--6)siaE4- esin2E] 


1 Losin2E4 1 zsin 3E] 


十 3 [一 301 —eDsinE— 2 
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1 (1 +e )cos2E-- Eecos3E], j7—32.3,4.6 (4. 


124) 


125) 


126) 


127) 


128) 


123) 


130) 


131) 


| TS8,0—e640)'"[30— HycosE-- Lea coszE- là — e »cosE] 


(4.132) 
RE Spady GS 23954. 6) 的 表达 式 如 下 
Wu (4. 133) 


| $4— l; 2sin?i[ 2sin"7' sin28 十 人 十 ceosi zsin(20 一 2 十 人 一 ecosf YsinC202- Zu! )] 


16 
- $sinZi[ sin2;' sind —sini' (1--cosi' ?sin(8 —2u' 2 J-sini' (1-—cose' Jsin(8+ 24^ 2 1) 
(4. 1342 
Su—— Is sin2i(1— 2 sin'i OE g sinZi[ 2sin'" cos 204- (1--cosi' ) cos (20— 2u' ) 
| +- cosi’ )?cos (20-4- 2u' 1) 1 tcosi Tein aa (1--cosi' )cos (9— 2u' ) 

--sini! (1—6c0si' )cos(0-2-2u' 5 ]— 6sin2z[ sini cos2u ]? (4. 135) 
S1 —8, (4. 136) 
$2 —2354 (4. 1372 


| Sa= U= cosi)D;— (1 +cosi) D, +2sint(] —cosi) Ds — 2sini(] +eosi) Do] C4 138) 


Su= [sini —cosi) D, —sini (1--cosi) D, --sin2iD, 


3- 2€cosi —cos 2:2 D, 4- 2€cosi 3-cos 2:2 D, | (4.139) 
Sg —5; (4. 140) 
Da = — LSe (4. 141? 


Sa tta —cosi) D, — (O +eosi D; 
4-2sinz (1 — cosi) D, —2sini C1 +cosD D. ] (4. 142) 


Sa 一 一 元 [sini (1 — cosi) D — sini C1 H- cosi); - sinZ£ D, 
4-2€cosi —c08s2: D, +2 (cosi —c0s2:2 D, | , (4. 143) 
Sa =S; (4. 144) 
关于 摄 动 天 体 的 轨道 根 数 o 的 处 理 ,要 根据 县 体 背 景 和 精度 要 求 而 定 ,有 些 问题 是 需要 
同时 求解 的 。 下 面 千 对 可 以 看 作 时 间 :的 已 扼 函 数 情 况 举 一 实 例 , 妈 人造 地 球 卫 星 送 动 中 的 
日 .月 摄 动 。 在 计算 短 周期 项 时 ,如 需要 考虑 厘米 级 的 精度 ,那么 对 太阳 有 


i =e, Q =, u'-—L,; (4. 145) 
Ht oc 是 黄 赤 交角 ,上 Le 即 太 了 地 心平 黄 经 。 对 月 球 , 则 有 
-—M'-re!—Lq—GA 9 (4. 146) 
cosi! —cosecosJ —sinesinJcosfaq 1 
。 ， . (4. 147) 
sini" «(1—cos*i! PA f 
. _ SinZsin£aq 
sind? 7n — 
. (4. 148) 
s _ cosd —cosecosr' 
co sinesinz' 
sinih IOs 1 mcosesintde sin —sinesin2(2 (sin? D (4. 149) 
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其 中 Lg fe 分别 为 月 球 的 平 黄 经 和 升 交 点 的 平 黄 经 。 由 于 黄白 交角 J — 5709.24 060 — 
OGD ,因此 (2g 一 页) 的 象限 是 确定 的 。 上 述 处 理 在 类 似 问 题 中 亦 可 采用 。 


4. 第 三 体 摄 动 效应 的 特征 


第 三 体 摄 动力 亦 是 保守 力 , 除 具有 保守 力 摄 动 特征 < 即 对 eye' 三 根 数 无 直接 的 长 期 摄 动 
影响 ) 外 , 因 其 显 含 t, 和 上 一 节 介绍 的 .7 项 摄 动 (对 应 内 摄 情况 ) 类 似 , 亦 会 引起 共振 现象 。 对 
PEDEL 的 情况 ,共振 项 是 出 现在 om 人 中 ,这 可 从 于 ,的 表达 式 中 看 出 。 而 对 RCO 
二 1, 了 ' 亦 为 快 变量 的 情况 ,共振 项 将 出 现在 短 周期 项 中 ,这 涉及 到 摄 动 解 中 的 了 和 六 均 要 展 
为 M 和 M' 的 三 角 级 数 ,前 面 已 提 到 过 ,相应 的 轨道 共振 问题 是 解释 太阳 系 主 带 小 行星 分 布 特 
征 的 一 个 重大 课题 。 














4.3 辐射 压 摄 动 


太阳 系 中 ,大 小 天 体 的 运动 都 将 受到 太阳 辐射 讨 的 作用 ,在 其 它 恒星 和 星系 系统 中 亦 有 类 
似 情况 。 但 是 ,在 太阳 系 自 然 天 体 (大 、 小 行星 和 自然 卫星 等 ) 的 运动 中 ,人 们 并 未 注意 这 -… 癌 
题 ,而 当 人 造 地 球 卫 星 上 天 后 才 引 起 人 们 的 关注 其 原因 是 ,辐射 压力 是 一 面 力 , 它 的 大 小 与 承 
受 辐 射 压 作 用 的 运动 天 体 的 有 效 面积 质量 比 (简称 面 质 比 ) 有 关 , 人 造 地 球 卫星 的 面 质 比 相 对 
而 言 要 比 太 扫 系 中 的 自然 天 体 大 得 多 ,所 受 辐射 压 的 影响 也 就 十 分 明显 。 本 节 将 分 别 介绍 辐射 
压力 的 计算 ,两 种 类 型 (辐射 源 分 别 为 中 心 天 体 和 摄 动 天 体 ) 的 辐射 压 效应 ,以 及 辐射 压 摄 动 解 
及 其 特征 。 


l 辐射 压力 (简称 光 压 力 ) 的 计算 


对 于 和 任 一 运动 天 体 , 不 管 它 的 形状 和 空间 姿 
态 如 何 ,我 们 可 首先 到 一 “无 限 小 ” 面 元 ds 作为 平 
面 考虑 ,如 图 4. 3 所 示 。 作 用 于 其 上 葛 光 压力 为 一 
合力 , 邵 

~ dF=dF,+dF, (4. 150) 
EP dF, 和 dF; 各 为 面 泡 ds 受到 的 光 压 力 和 到 
射 导致 的 作用 力 , 有 
dF, =— potn Lo)dsie (4. 151) E43 面 元 ds 上 承受 的 兴 压 合力 dF 
dF,— —nidF, |£s' (4. 152) 
这 里 ps 是 面 元 处 的 光 压 强度 ,= 即 所 取 面 元 ds 的 法 向 单位 矢量 , 它 与 辐射 源 方 向 的 单位 矢量 
fot BARAH odr 的 方向 符合 反射 规律 ( 见 图 4. 3) ,但 其 大 小 与 面 元 ds 的 反射 性 能 有 
交 必 就 是 该 面 元 的 反射 系数 。 若 为 完全 反射 ,? 一 1, 完 全 月 收 则 对 应 ?一 0, 通 常 0 一 ?一 1。 于 是 
由 (4.150) 式 表达 的 光 座 合力 为 
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dF— — padscoséCLa d-2Lo) (4.153) 
其 中 dscos8 HI tij ds 在 垂直 辐射 源 方 向 的 投影 部 分 。 
为 了 计算 光 压 力 dF, 需 将 L 用 已 知 方向 Ls 和 如来 表达 。 为 此 引进 x' 和 ,定义 如 下 ; 
,Lo Xn | 





^. sing ， 
(4. 154) 

T=AX A = x CLs x»| 
显然 ,rn' 和 = 均 在 面 元 ds A, 5n ER Hnn 与 + 构成 右手 螺旋 系统 。 根据 矢 量 运算 公式 

aX GXo0-—(a* ebla rbe 
可 得 

sinüz— (i * im La— (n * La)n Lo —cosón (4. 155) 

Fo 显然 在 ! 和 7 确定 的 平面 内 ,因此 有 

Fo=(L'o "nnttl' sco 

—costn-- CLa' * Lao--cos8La! » n)T/sing 


=cosfn — sinit 





z: 2c0s8n — Lo (4. 156) 
以 此 式 代入 (4. 153) 式 得 
dF — — padscose[ (1— 2) Lo 4- 29cosÓn (4. 157) 
于 是 作用 在 整 全 运动 天 体 上 的 光 压 力 即 为 下 列 面积 积分 : 
Fo —— (Qeacosé[ (1 一 DEG + 29cos8n jds (4. 158) 


这 里 的 积分 区 域 (o) 表 示 放 及 运动 天 体 承受 光 压 力 的 表面 部 分 。 
如 果 运动 天 体 的 外 形 为 一 平面 (人 造 地 球 卫星 的 平面 天 线 即 如 此 ) ,面积 为 5, 且 其 尽 度 相 
对 到 太阳 的 距离 很 小 , 则 上 式 简 化 为 














Fa 一 一 poScos 有 (1 一 人 天 6 十 27cosgm] (4. 159) 
芳 进 一 步 有 9 一 0, 即 该 平面 法 向 始终 指向 辐射 源 , 则 有 
Fo— —KSpoL. 
? Poto (4. 160) 
K=1+97 


对 于 -个 球形 运动 天 体 , 相 应 的 光 压 力 亦 由 上 式 表 达 , 其 中 5 为 其 截面 积 ( 妓 该 球体 大 圆 的 欧 
面积 ) ,下 面 就 以 (4.160) 式 表达 的 光 压 力 来 讨论 在 辐射 压 作用 下 运动 天 体 轨 道 的 变化 规律 .至 
于 -一 般 情况 下 , 光 庄 力 公式 的 复杂 性 , 主要 是 在 入 造 地 球 卫 星 的 运动 中 会 过 到 , 即 一 些 非 球形 
卫星 ,要 严格 计算 所 承受 的 光 压 力 , 将 涉及 到 该 卫星 的 具体 形状 各 空间 姿态 ,读者 可 参看 有 关 
X. 


2. 光 压 摄 动 的 两 种 情况 


(1) 辐 射 源 妈 中 心 天 体 , 小 行星 和 大 行星 等 天 体 的 运动 即 属于 这 一 类 ,辐射 天 体 即 太阳 ,此 
时 作用 在 运动 天 体 上 的 光 压 力 (4, 160) 式 可 改写 为 下 列 形式 : 


ri ,rr 
Fo-—KSpo C2)0 7) (4. 16D 
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这 里 ce 是 对 庶 "一 ro 处 的 光 压 强度 ,但 仍 记 作 pe 。 
(2) 辐 射 源 为 手动 天 体 。 人 斗 地 球 卫星 ,月球 卫星 和 自然 卫星 的 运动 都 属 这 一 类 ,相应 的 光 
ESRA MTER: 


-. E 
Fo =K Se EA (4. 162) 


A—r—r! 
KE r MEDRE m' 的 位 置 矢量 ,ps 是 对 应 A= A 处 的 光 压 强度 。 
上 述 两 种 情操 均 表明 , 光 压 力 实 为 一 种 中 心 乒 力 , 与 引力 方向 相反 。 若 记 
[e Peor. 辆 射 源 是 中 心 天 体 
Ag 一 1 s (4.163) 
|K a ess. HEE ERAR (E 
则 (4, 161? 式 和 (4, 162 RATE IAE 


p, [pn 辐射 源 是 中 心 天 体 


m 


A= (4. 164) 


ARA. 辐射 源 是 摄 动 无 体 
这 与 厅 有 引力 的 差别 是 方向 相 泛 , 且 e C OM-Em YE pa ,M RI m 即 中 心 天 体 和 运动 天 体 的 
mu. 

对 于 第 一 种 情况 , 若 不 考虑 其 它 摄 动 源 的 影响 , 则 相应 的 运动 方程 应 为 


r -——EÉpLÉS, 
r r 


= 一 Cp 一 Je) 三 《4. 165) 


这 与 二 体 问题 无 实质 性 差别 , 解 的 形式 完全 相同 , 唯 有 系数 ue 改 为 x 一 jo ,相应 的 面积 速度 公 
式 由 


1 
244 — 


mua =H 
TA 
n'a! — pe (4. 166) 
ATXE REHE, RE TAEA 0 feft 


3. 光 压 摄 动 加 速度 和 相应 的 摄 动 函数 


对 于 辐射 源 是 报 动 天 体 的 情况 ,在 太阳 系 中 ,人 造 地 球 卫星 和 自然 卫星 的 运动 ,辐射 源 就 
是 太阳 ,相应 的 光 玉 摄 动 加 速度 A6 实 为 于 列 商 项 之 差 ， 


; 
Aoc I A- CC er ) (4. 167) 
其 中 
S! 
B o CK ALS 


K' ,9 都 是 中 心 天 体 对 应 的 值 . 对 于 人 造 地 球 卫 星 情 况 ,一 个 直径 为 3m ES 1t 的 球形 卫星 ， 
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相应 的 面 质 比 S /m 要 比 地 球 的 面 质 比 S' /M 大 得 多 ,有 


SS ， 
CD Cp 29 
EE. A EB ER D E de zd] PRA TG FR i DER. BERE Re C4. LOAA mt 08 9S2 H 
Asc IRA (4. 168) 


太阳 系 中 大 小 天 体 ( 包 括 自 然 卫 星 ? 的 面 质 比 相对 而 言 都 很 小 ,所 承受 的 光 压 力 已 小 到 当 
今 测量 精度 无 法 反 贞 的 程度 , 故 除 人 造 地 妹 卫 星 外 ,对 太阳系 大 体 的 运动 都 未 曾 考 虑 过 光 压 报 
动 问题 。 但 对 其 它 恒星 系统 ,是 否 要 考虑 这 一 问题 ,将 取决 于 辐射 强度 和 运动 天 体 的 面 质 比 大 


小 。 


与 摄 动 加 速度 AGER SES REC R 为 
一 
R— A (4. 169) 

与 上 一 节 考 虑 第 三 体 摄 动 类 似 , 有 

I —Gr*-Er'*—2rr cosg) M 2, CF Y P. Cosg) 

r rl 
cosg— Cr) ` Gn 

TE RIRRY 

R= 一 学 ",cosd-- 5 o cos'é— 1)--0C 5] " 《4. 170) 


其 中 右 端 第 一 大 项 对 应 的 摄 动 加 速度 即 


Ho 
rar 
ri? 


与 (4. 168) RHE BLA r RET AUDERET AMASI -BALER RAS RE 
完全 可 以 的 。 而 (4. 170) 式 右 喘 的 第 二 大 项 正 是 视差 项 的 反映 ,该 项 在 人 卫 精 密 定妆 中 是 要 考 
虚 的 。 对 近 地 卫 星 面 言 , 这 样 咯 去 的 ( 闻 ) 项 与 第 一 大 项 之 比 为 (7)? 一 0(10-5) ,一 般 情况 下 已 
无 需 考 虑 ,因此 ,作为 对 光 压 摄 动 的 研究 ,相应 的 摄 动 函 数 可 写成 如 下 形式 
R 一 一 2 G cosg | GC; X 5 cos! 3 )] (4. 171) 
若 习 惯 采用 摄 动 加 速度 来 讨论 光 压 摄 动 ,那么 需要 给 出 ASÍ] SS TW AES ZAAN 
单位 矢量 分 别 记 作 7, 和 下 ,有 


. I 
s= “Y= —po i(Acosf+ Bsin f) - oa 





T= (A « 多 一 一 pe 区 Asin f + Beosf) (4.172) 





W-^RA. R)=—poC 
这 里 用 到 
r! sr—=cosg=Acosf+ Bsinf 
A 和 五 即 由 (4.?2) 和 (4.73) 式 表达 ,但 现在 第 三 体 就 是 太阳 ,对 于 人 造 地 球 卫 星 而 言 ,z 轴 方 
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向 即 春分 点 方向 ,因此 , 原 A,8B 中 的 让, 人 和 48 实 为 
i =e, f=0, 8—D (4. 173) 
s 即 黄 赤 交 角 。 除 AURI B FIC 的 表达 式 如 下 ， 
C —sini[sin(2—u' )+sin Aau }] 
-Fsinicose[ sin (2— u’ ) — sin (f2--u' ) ] 
十 cosisine[ sina! ] (4. 174) 


4. SizbESTEEOAYHE 


对 于 卫星 的 运动 ,坐标 系 即 取 中 心 天 体 的 赤道 坐标 系 。 仍 用 摄 动 函 数 来 讨论 问题 ,将 cosg 
的 表达 式 代 入 (4, 171) 式 得 
R= fia CI) LAcos f+Bsin/] 


i 
3 





TiBa [el CA! - B) +7 CA*  B'ycos2f -- ABsin2f] (4. 175) 
其 中 
Bi Hur, f= polr? (4. 176) 
(4.175) 式 的 第 二 部 分 与 上 一 节 第 三 体 摄 动 的 形式 (4.75) 完 全 相同 ,只 是 那里 由 (4. 76) 式 
表达 的 系数 器 换 成 现在 的 A 


由 平均 值 
(三 )cosf 一 一 了 ce， sinf =0 (4.177) 
PEHE RoR AEA. 

R=R +R +R, (4-178) 

其 中 Ps: 部 分 与 上 一 节 相 间 , 椒 再 列 出 ,而 fi 部 分 为 . 
R,—0 o (4. 179) 
R-BaAC- e) js (4. 180) 
R,— Ba AC. cosf + $e) +B sinf] (4.181) 


5. XER 


以 人 造 地 球 卫星 的 运动 为 例 , 对 于 面 质 比 不 太 大 的 近 地 卫星 ,例如 直径 为 3m、 重 1t 的 球 

JE. TE , 光 压 摄 动 相对 地 球 扁 率 ( 即 J; 项 ) 摄 动 为 二 和 阶 小 量 , 即 相应 的 光 压 摄 动 加 速度 与 地 球 
中 心 引 力 加 速度 之 比 为 

E= ldo |/|F.l 

-K (È por? / u10 - OQ) (4. 182) 
其 中 ,pg 一 GM ,NM 是 地 球 质 量 ,这 对 应 光 压 摄 动 的 第 一 部 分 { 即 8, 部 分 ) 。 而 第 二 部 分 ( 即 2, 部 
分 ?就 更 小 ,其 摄 动 量 级 为 10 1, 其 解 已 由 上 一 节 给 出 ,只 需 将 那里 的 8 换 成 8, HORT, FTH 
论 A 部 分 的 摄 动 解 。 
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将 (4. 180)80 (4. 181) 式 表达 的 R 和 R 代入 (3R/35) 型 的 摄 动 运动 方程 , 即 得 
a= fala tf led faCo tO 
其 中 仅 与 光 压 有 关 的 部 分 为 
fout BO Fulast B fuo PB 
ARAE? e 表示 包含 太阳 的 坐标 ,是 1 的 已 知 函 数 。 相 应 的 摄 动 解 为 


PO = [tr z af (oo 


. gà () 一 f Cf) dt 
HB AGE J 部分。 对 M2 0), 右 回 被 积 配 数 中 还 有 一 项 : 
Sa G) 


积分 后 ,oi 4) 的 直接 部 分 (对 应 Ja) A 
ai 0 


eii Edna Ie [X cosi) G + C1H-cosi2G, 4-2siniG, | 


a? g)-€ ous uc sinG, J-siniG; — 2cosiG, | 
—e 


3f, s » 
Di u- (Bp Jna” sini, —siniG; + 2costG, | 
" Y 1—e zm Í i ni 


toj? G= —cosiat" (2) 


一 Cao < “le 











[ 33 — cosi G+ C12-cosi 2G, +H 2siniG; ) 


Lona 2 lte 


M= ——-[G —casi2G, + (1 +eosi)G, 4- 25iniG, ] 


其 中 


G= (14-cose)cos (e-- 2) — u' ) /n44- (1— cose)eos (wt 二 Tu Y/n 
G; —sine[cos (e —u' y/n, —cos (wtu ) /n; ] 


G, — (1-2-cose)sin (&—(--u! ) /ni4- (0— cose)sin(e— (2— u^ "| 


G = (i-reose)cos (o — Q-H u' )/n 4- (I —cose)cas (o— [2— u' ^| 


= C1--cose)sin(Cu-- £2— u' Y/n + (1 —cose)sin Ge-- (2 -u' 5 /n, 
G, —sinel'sin(e— t’ )/n —sin(e-u'! ) /n,] 
n, —&, — (A n! ,n,—, — (, —n! ,ny—o,- ( - n' | 


m ! 
n= +H n #5 = Wj 一 E n2, Tn 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


a. 


(4. 


(4. 


4. 


(4. 


(4. 


(4. 


183) 


. 1845 


185) 


186) 


187) 
188) 


1895 


190) 


1981) 


182) 


193) 


1945 


195) 


£2, fü c, 是 .7 项 摄 动 的 一 阶 长 期 系数 , 见 上 一 章 公 式 (3, 65) 和 (3. GOR M n 是 太阳 的 平 运 


动 速度 , 邑 平 黄 经 的 变 率 。 
< 的 间接 部 分 


! df ju 3f. 
[ripe + ura 


不 再 具体 列 出 。 
ot? (0 的 表达 式 如 下 ， 
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a™ {(t)= 2 ye CA GosE-- 10) V 1—esinE1 (4. 196) 
eic (-— coge Yy1—6&€[ vie AC- Lcos2E) -- BC— S sinE-- lsinzE)j E (4. 197) 


RP) " )Ya* / / 1—e€[| 4 1—6€ (osE LE -f cos2E)H, 





2 
ca-z p )sinE sin2E)H2] (4. 198) 
2 
QOO q-— 1 Lean VISE sinD 5 sinE— T sin2E) HE 
+i- e (Keos 开 十 全 ) —cos2E)H,] (4. 199) 
aX? (60) = —cosi (n) 


+ (ar/el y l-e !AC- 5 sinE Tsin2E)+ BG GosE--7) — cos2E )] 44.200) 
uo oee LAC Ge 2e )sinE + CL— Se sin25] 


— 1-8 B[Ae(cosE-4- 2) + 0 5e eos2E ]) (4. 201) 
其 中 
H  —sinr[ (1--cose)cos (e— da ) + (1— cose)cos («i— (Q—u! ) ] 
—sini[ (1 --coss)cos (e d-£2— u' ) + ($—coss)cos lw-u’ )] 
--2cosisine[ cos (e—u' ) — cos (we--u' ) ] 
,—sini[ (1-Feose)sin (erÍ—£14-«' ) 4- (1 —cose)sin(w— £2— u' ) ] 
—sini[ €1-4-cose)sin(w--£—4' ) +0 —cose)sin o-- 2-8" }] 


--2cosisinel sin(e —4' ) —sin(c--u' ) ) 


(4. 202) 


6. 地 影 的 存在 和 卫星 轨道 半 长 径 的 增 大 现象 


对 于 各 种 卫星 的 运动 ,往往 会 遇 到 * 蚀 ?现象 , 即 从 卫星 土 看 ,太阳 被 中 心 天 体 所 掩 .对 人 造 
地 妹 工 星 而 言 , 即 进入 地 影 ,严格 来 说 ,有 本 影 和 半 影 之 分 ,甚至 还 要 考虑 大 气 消光 的 影响 和 月 
影 的 向 题 , 在 人 卫 精 密 定 轨 中 ,往往 是 有 必要 这 样 考虑 问题 的 ,读者 可 参看 有 关 文献 。 

车 地 影 存 在 ,尽管 光 压 力 的 变化 仍然 是 一 个 连续 过 程 ,但 从 对 卫星 轨道 影响 的 角度 来 看 ， 
光 压 力 实 为 一 间断” 力 ,前 面 给 出 的 结果 将 有 变化 ,对 于 一 般 精度 要 求 ,可 作 简单 处 理 , 即 求 出 
卫星 每 图 出 \ 进 地 影 的 位 置 ,对 应 E 和 五 ,由 此 作 地 影 修 正 。 引 进 地 影 ( 或 “ 蚀 汶 因子 r: 


E,E, 


ox 4. 203) 





w=] 


TEER ERLEEK. EE, B HEC Hke ART of CORE Be E S HE (E, 
Bp 
Ae—v| ai? a) — ai Ca] 《4. 204) 
而 得 周期 项 01? (9) 却 不 能 这 样 处 理 ,因为 此 时 短 周 期 项 的 性 质 发 生 了 变化 。 在 有 地 影 的 情况 
下 , 它 已 失去 了 周期 性 ,或 者 说 它 转化 成 长 周期 项 (周期 相当 长 , 它 取决 于 卫星 .地 球 和 太阳 三 
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者 之 间 的 相对 位 置 ) ,相应 的 计算 公式 改 为 
Ao= 去 [of (CE) aP CE leto) (4. 205) 
Ij EL. B o1? (中 有 两 处 要 改变 , 即 
OD Gos 4-5 HON cosE, 


(DAM 分 成 两 部 分 :AM M AM HP AMO DMIPPCEO MP ED DE ME BLA) | ose, 
有 
É e 


Mt) — Dat fel AL S (3+e)sinE+ E (1—3e')sin2E] 


# (4. 206) 


— 41 Ce B[etosE-- 724-1 — 2e! )cos2E ]) 
AM, iD at OME A 


AM,—l( 3 Man h) (4. 207) 


2 2 
其 中 Aa 即 由 (4. 205) 式 计算 的 结果 。 

关于 出 、 进 她 影 位 置 的 计算 , 即 如 何 给 出 E M E. 则 涉及 到 地 影 方程 的 求解 ,而 地 影 方程 
可 采用 简单 的 柱 形 地 影 ,或 较 精 确 的 锥 形 地 影 , 甚 至 更 复杂 的 禄 型 ,请 读者 参看 本 章 参 考 文献 
[第 九 章 和 有 关 文 献 。 

正 是 由 于 地 影 的 存在 ,卫星 轨道 半 长 径 a 的 变化 性 质 发 生 了 明显 的 改变 , 短 周 期 变化 转化 
为 长 周期 变化 ,而 且 周 期 相当 长 , 即 (4. 205) 式 关于 a 的 部 分 [a GE — ai? (Eo)] 要 经 历 很 长 
时 间 才 会 变 号 ,这 就 导致 某 些 人 造 地 球 卫星 在 运动 过 程 中 ,即使 有 耗 散 力 (大 气 阻尼 作用 ) 的 影 
响 ; 轨 道 半 长 径 也 有 增 太 的 可 能 .因此 ,尽管 光 压 力也 是 一 种 保守 力 ( 即 中 心 斥 力 ) ,但 由 于 她 影 
的 存在 ,导致 “间断 ?情况 的 发 生 , 而 使 摄 动 效应 不 同 于 一 般 保守 力 。 





4.4 ”阻尼 效应 


在 星际 空间 中 ,天体 运动 往往 受到 星际 物质 的 眼 尼 作用 ,特别 是 卫星 (包括 人 造 卫 晨 ) 在 各 
太行 星 的 大 气 层 中 运动 ,其 阻尼 效应 比较 明显 。 对 于 人 造 地 球 卫 星 , 大 气 阻尼 的 影响 往往 对 其 
在 轨道 上 存在 的 “寿命 "起 诀 定性 作用 ,特别 是 那些 面 质 比 较 大 的 卫星 。 


1. 气动 力 及 其 有 关 问 题 


飞行 器 在 大 气 层 中 飞行 的 受 力 状况 相当 复杂 , 它 是 气体 动力 学 的 一 个 主要 研究 内 容 。 但 是 
对 于 卫星 运动 问题 ,所 涉及 到 的 大 气 可 以 看 作 自 由 分 于 莹 ( 除 人 造 地 球 卫星 最 后 的 杆 落 阶段 )， 
卫星 在 自由 分 子 流 中 所 受 的 气动 力作 用 可 归结 为 大 气 蛆 力 , 阻 为 加 速度 由 下 式 表 达 ; 


p- — ley (4. 208) 
n 


其 中 Co 是 阻力 系数 ,S/m 是 卫星 的 面 质 比 4 是 对 阻力 而 言 的 有 效 鹤 面积 y,2 ELEMEZ 
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闻 处 的 大 气 密度 ,Y=u 一 由 是 卫星 相对 大 气 的 速度 矢量 ,和 以 分 别 为 卫星 和 大 气相 对 行星 舌 
心 的 速度 矢量 。 对 于 地 球 卫 星 ,通常 取 Ca 一 2. 2。 
关于 大 气 密度 o, Pico TE de n IRURE RIO e CU B 





p pir.) (4. 200) 


随时 间 c 的 变化 主要 是 受 太 阳 辐 射 的 影响 ,其 变化 规律 侍 今 并 未 被 人 们 完全 掌握 .本 书 将 不 皮 
讨论 这 些 细节 ,前 采用 近似 模式 来 讨论 耗 散 因 素 对 卫星 轨道 的 影响 ,并 给 出 相应 的 轨道 变 伦 规 
律 。 为 此 ,将 采用 下 面 两 神 简单 模式 ， 

(1) 静 止 球形 大 气 模式 。 这 是 针对 各 种 卫星 的 运动 状 癌 所 考虑 的 ,该 模式 是 行星 大 气 的 。 
种 最 简单 的 静态 平均 模式 , 它 可 反映 大 气 嚼 力 摄 动 的 主要 特征 ， 相 应 的 密度 分 布 为 指数 形式 ， 
Bp 


p- mexp( -5 (4. 210) 


其 中 五 AEREE JE rn 处 的 密度 。 
(2) 等 密度 模式 。 天 体 在 * 稀 洲 ? 的 旦 际 物质 中 的 运动 , 蚤 采用 这 种 最 简单 的 近似 模式 。 


2. 静止 大 气 对 应 的 阻力 摄 动 运动 方程 


对 于 静止 大 气 ,w==0, 相 应 的 阻力 加 速度 公式 为 





1 CoS y n 
p= 2 ( m ert U ) | 
2 1 (4. 211) 
s-a ho lyu Tr2ecos/ re^) 
# r u aC(1—26) P! 





其 中 上 一 Ga M 是 中 心 天 体 的 质量 。 显 然 ,在 这 种 情况 下 ,阻力 如 速度 只 有 切 向 分量 . 即 





yy 1 CpS A, (12- 22cos f -e*) 
U= 2 m Jp’ = ng? atl—e’) 
N=0 (4. 212) 
W-o 
HAMO 
其 中 4 一 (3)， 


EK ABI MER U 代入 相应 的 摄 动 运动 方程 (2. 33) ,得 
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] 3 - og 
dr R ateos, Tero 
de. — a ud 4- 2ecos f es) 7 (cos f 十 
i 
di | 
di i 
do (4. 213) 
d ~? 
d — ayusin (+ deco f Hee 76 
iM (ha i c )sinf (1--ecos f 4-e?) (12- 2ecos f Tei) p 
出 此 还 可 给 出 近 星 距 =, 一 “1 一 人 的 变化 率 , 即 
d ? - 2 = 
à 7 does -2ecos f 4-e!)' (1 -cos/) (1 —e)* pso (4. 214) 


从 上 述 报 动 运动 方程 得 知 ,在 静止 大 气 阻力 影响 下 ,运动 天 体 的 轨道 面 不 变 ,而 半 长 径 a 
HU RE e. 邦 在 不 断 减 小 。 划 然 业 有 映 因 子 (cosf -+e) 并 不 昼 大 于 零 ,但 后 面 将 会 从 平均 效应 
得 知 ,e 亦 是 减 小 的 . 这 就 表明 ,图 力 摄 动 效应 的 主要 特点 是 使 运动 天 体 的 遇 道 不 断 变 小 变 贺 ， 
此 即 在 阻尼 作用 下 MUR RE EEREREA BRA, 


3. 静止 球形 大 气 对 应 的 阻力 摄 动 解 


为 了 求 摄 动 解 的 需要 ,密度 表达 式 (4. 210) 可 改 用 轨道 根 数 的 形式 : 


p kexp(zcosE) (4. 215) 
其 中 
ae 
z= (4. 216) 
E p expl — 35 (a—as tasea) ] (4. 217) 


这 里 e, LRL EC EE PREDA AIT BE SER n, av (0e ,人 问 近 似 地 看 作 常数 , 它 所 涉及 的 Aaa 
一 on FB T8 4R 
由 于 密度 o3 T HENORSS. HS [ET EAA E TRECE BEES S 8077 ECL 213) 式 
的 右 函 数 时 ,必须 将 右 函 数 也 表示 成 偏 近 点 角 的 形式 。 为 此 ,利用 
rcosf-a(cosE—e), rsinf-a V1—esinE 
r-a(1l- ecosE) 


就 可 将 方程 (4. 213289 de/d E 的 形式 ,到 到 OCe) 项 为 
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d — — Aa’ (1 -2ecos Ep 

de — Aa CS -FcosE-- cos2E)p 

di o, 80 o : 《4. 218) 
de — Aa LO Lensing-- lsin2E+ losing — LesinE]p 

d =Aa[} (4 Le *)sinE +4sin2E-+ -L esin3E lp 


east gas Jon P ao RR e t 原 方程 右 函数 /的 平均 值 了 
应 为 
7 = 二 | (Bd = = 三 "EE (4. 219) 


WR S MEUS GO h 
de, dż de. l,r 
里 =- Gd Di a? 
5E ER ER7; RE CL. 218). 
通常 , 咀 力 摄 动 加 速度 较 小 ,例如 一 个 直径 为 3m 重 1 的 近 地 球 形 卫 星 ,在 200km 高 处 飞 
行 , 相 应 的 大 气 密度 约 为 10-'*kg/mi’ ,相应 的 阻力 加 速度 D. 与 地 球 中 心 引力 加 速度 FF, 之 比 为 
D 

















p-—Oduo*9 
F, 
而 一 般 飞 行 高 度 还 要 高 些 , 阻 力 摄 动 就 更 小 。 通 常 把 咀 力 摄 动 着 作 二 阶 小 县 ,相应 的 摄 动 解 为 
att—to) =F tta) 
P (的 一 Fnac doa (4. 220) 
无 论 是 求 平均 值 了 ,还 是 求 oj Go , 均 涉 及 到 下 列 积分 ， 
|sinmEexp (zcosE)d E 
(4. 221 
|eosmEexp (xcosE HE 
Hi fS ERRARE TE AURI sin" E cos" E(a IERSOSGNR E 的 悦 角 函数 公式 ,可 给 出 
到 一 
expGeosE) — 2 x č p 3 * leos(a—2/) E (4. 222) 
其 中 
a al 
Bl Bi G-A! 
1 | [0,a—28—0 
=z], 5 人 | (4. 223) 
TE 
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2n 
il sinmEexp(zcosE)dE = 0 (4. 224) 
Ü 


1 








去 | cosmEexp (zcosE)dE 一 5 M E A 
. is de (a — m JIE e + m]! 
y 1 Ž ymt 
CER mth p) The) (4. 225) 


L. GO BI 88 — 28 Hg 26 BEER] DLE C. 上 述 求 和 中 aC m 表示 a 从 m 开 始 取 值 , 且 “ 步 长 "为 
2。 求 短 周期 项 时 涉及 的 两 个 积分 结果 为 














| sinmEexp (zcosE dE 
二 oa) 
E Y Y d a [à cos(a — 28 — m)E coste 一 28 t mE. 
£i £ FU; ! o a—28 —m e — 28 m 
(4. 226) 
| cosmEexp (zcosE dE 
end (e — 28 — mE , sin(a — 2f + mE 
u sin(e — 280 — m sin(a — 2 m 
TY D GP EMI a—28—m |  a-3B3m | 
(4. 227) 
其 中 
0， 4 一 28 一 天 一 0 
e = . 
3 » a—28-- m0 (4. 228) 


有 了 上 述 积分 表达 式 , 就 很 容易 给 出 二 阶 短 周 萌 项 aj? GO ,积分 结果 是 以 EE 作为 引 数 的 ， 
通常 只 锅 要 给 出 阻力 摄 动 的 长 期 项 o, G— " 相应 的 系数 os 的 具体 表达 式 为 


à;— — Akan I (x2 +2el (x)] (4. 229) 
e; 7 — Aban[ 51, G) 1; GG) (4. 230) 
i,—0 (4. 231) 
0,—0 (4. 232) 
cs 一 站 (4. 233) 
My — Galt) (4. 234) 


4. 等 密度 模式 对 应 的 阻力 摄 动 解 
Ri p=const。 由 方程 (4, 218) 不 难看 出 , 摄 动 解 的 形式 很 简单 ,长 期 项 表达 式 为 
ás (£—1):-— —Aa'pn(r—1u) | 


e 
e 15) — — Aaly ont) (4. 235) 





M, n)=1[ SDa, t) Je Jl 
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得 周期 项 o1? (9 的 形式 亦 不 复杂 , 均 由 偏 近 点 角 歼 的 三 角 画 数组 成 。 

5. 阻力 摄 动 效应 的 特征 

上 述 摄 动 解 的 结果 ,证 实 了 在 耗 散 力作 用 下 运动 天 体 轨 道 的 偏心 率 e MERE a 一 样 , 也 
是 不 渐 减 小 的 。 

由 于 a 和。 有 长 期 项 ,那么 根据 平均 根 数 法 构造 的 级 数 解 ,就 不 像 保 守 力 摄 动 那 样 简单 
了 ,长 期 项 将 从 某 一 阶 开始 ,由 (2 一 66) 的 线性 形式 变 成 昨 形 式 ,并 且 还 要 出 现 泊 松 项 ,这 是 各 种 
摄 动 法 都 不 可 避免 的 耗 散 力 摄 动 的 -~ 种 固有 性 质 。 
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第 五 章 ” 后 牛顿 效应 


5.1 问题 的 提出 与 后 牛顿 加 速度 





牛顿 引 为 理论 是 天 体力 学 的 基础 ,从 天 体力 学 诞生 以 来 ,人 们 一 直 用 牛顿 引力 理论 去 研究 
天 体 的 运动 ,前 面 各 章 也 是 在 这 种 框架 下 讨论 各 类 天 体 运 动 的 .本 世纪 60 年 代 以 来 , 随 着 测量 
技术 (射电 干涉 测量 和 激光 测 距 ) 的 发 展 , 观 测 精度 己 大 大 提高 , 测 距 精度 已 达 厘 米 级 , 测 角 精 
度 已 达 毫 秒 级 ,而 且 还 有 提高 的 趋势 ,以 牛顿 力学 为 基础 的 天 体力 学 理论 已 不 能 适应 这 种 高 精 
度 的 要 求 , 必 须 以 新 的 引力 理论 对 其 加 以 修正 。 这 里 只 是 说 修正 ,其 原因 是 :到 日 前 为 止 ,在 大 
体力 学 领域 (起 与 其 有 关 的 领域 ) 的 各 类 问题 中 所 涉及 的 新 引力 理论 ,主要 是 如 何 给 出 相应 的 
引力 场 中 ,一 个 实验 质点 的 运动 微分 方程 , 它 虽 然 不 同 于 午 顿 引力 场 中 的 形式 ,但 其 差别 只 是 
些微 小 的 修正 项 。 在 此 情况 下 讨论 天 体力 学 问题 ,无论 从 定量 角 嵌 还 是 扒 定 性 角度 来 看 , 研 
究 方 法 均 无 实质 性 改变 ,天 体力 学 主要 逊 是 在 数学 和 非 线性 力学 的 影响 下 向 前 发 展 。 

新 引力 理论 对 牛顿 引力 理论 的 修正 ,在 天 体力 学 范畴 内 将 涉及 到 参考 系 、 观 测 资 料 处 理 和 
天 体 运动 方程 的 精 化 等 问题 。 关 于 前 两 个 内 容 可 参看 有 关 文 献 ,本 书 将 从 “方法 ”这 一 角度 讨论 
运动 方程 的 改变 对 天 栖 运动 的 影响 。 由 于 运动 方程 的 修正 项 较 小 ,因此 相当 于 增加 一 个 捞 动 
源 ,通常 将 运动 方程 中 的 这 种 对 牛顿 力学 的 修正 项 称 为 后 牛顿 (Post-Newtopian) 如 速度 ,由 此 
导致 的 天 体 运 动 的 变化 , 即 后 牛顿 效应 。 

关于 运动 方程 中 的 后 牛顿 加 速度 ,各 种 引力 理论 所 给 出 的 结果 是 有 有 差别 的 。 对 于 太 体 m 
相对 m. 的 运动 ,由 参数 化 的 后 牛顿 (PPN} 理 论 1 ”给 出 的 只 考虑 一 阶 后 牛顿 项 的 运 支 方程 为 




















r=- 
rr 
7 v! r 
HELE Ga) — ataf aif FID 
ETY Ca 工 - 
Tub (a «gc (5. D 
其 中 





AP 一 全 (十 和 az)， B= 
P=, r=) 
r 


方程 (5. 1) 中 的 < 为 光速 ,a sa，… 为 参数 ,不 同 的 引力 理论 有 不 同 的 值 .方程 右 端的 第 一 项 
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即 牛 顿 项 ,而 第 2 和 第 三 项 就 是 后 牛顿 项 ,这 两 种 后 牛顿 项 只 有 上 和 方向 的 分 量 , 即 径 癌 和 
切 向 ( 即 速度 方向 ) 分 量 。 因 些 , 考 虑 后 牛顿 效应 的 二 体 问 题 仍 对 应 一 平 而 运动 ,而 用 相应 的 力 
学 系统 仍 是 可 积 系统 ,下 一 节 将 给 出 它 的 完全 解 。 

目前 常 采 用 的 引力 理论 还 是 爱 因 斯 坦 (Einstein) 广 义 相 对 论 , 与 运动 方程 (5, 1) 对 应 的 形 
式 为 





` 4 DF z 
rO AD Dae] (5.3) 


5.2. 考虑 后 牛顿 效应 的 二 体 问 题 的 完全 解 


就 可 积 性 而 言 , 由 基本 方程 (5. 3) 可 以 看 出 ,与 经 典 二 体 间 题 的 主要 差别 是 右 函数 中 增加 
了 速度 项 , 原 动 量 卸 积分 不 复 存 在 。 若 仍 记 
h—rxr (5. 4) 
则 有 
ed XD GXD- irh (5. 5) 
PR Lio P —c3E ii xh de up 0; ROSE 8 7 PRISES GEHE OE B Re RS ER f 一 
体 问 题 。 


1. 运动 平面 的 定向 与 广义 动量 矩 积分 


以 m, 为 中 心 天 体 ,选取 wa-zyz BRR. BMR ms 相对 ma 的 运动 仍 为 平 曾 运 动 ,那么 同样 
可 定义 运动 天 体 ws 的 轨道 平面 相对 基本 平面 ( 即 zy 坐标 面 ) 的 定向 根 数 六 0, 于 是 有 


k=rxr=hh (5. 62 
其 中 = ji 55 8E IS P A 是 轨道 面 法 向 单位 矢量 , 即 
sinfsini 
f= | —costdsin: (5. 7) 
COSI 





由 (5. DATA REEE 大 不 能 保持 ,但 只 是 其 大 小 在 变 , 即 














或 写成 
9 db 
由 此 给 出 一 积分 : | 
h— exp C — t/r) C5. 8) 
于 是 有 
h=hexpl-- HE rdh (5. 9) 
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不 妨 称 其 为 广义 动量 矩 积 分 ,和 惰 ' 在 即 三 个 积分 常数 。 该 积分 与 经 典 二 体 问 题 的 动量 矩 积 分 
所 不 同 的 是 动量 矩 矢量 不 再 保持 不 变 , 仅 其 方向 仍旧 保持 不 变 。 因 此 搂 下 去 的 问题 , 仍 可 像 经 
典 二 体 问 题 那样 在 确定 的 轨道 平面 内 讨论 降 阶 后 欧 方 程 ， 

2. 运动 平 而 内 的 轨道 积分 各 第 六 个 与 时 间 c 有 关 的 积分 


在 轨道 平面 内 引入 极 坐 标 (r,9), 有 


pef EHE Van) (5. 10) 
"nmn err G0) (5.11) 

方程 (5. 11) 有 一 积分 , 即 前 面 的 积分 (5., 8); 
h=riO=hexp(— t/r) (5. 12) 


它 与 经 典 二 体 问 题 中 的 面积 积分 不 同 ,这 里 面积 速度 不 再 是 常数 。 
Jr RECS. 10) 式 和 积分 (5. 12}) 式 与 经 典 二 体 问 题 的 相应 方程 有 差别 ,尽管 同 为 可 积 的 ,但 积 
分 形式 变 得 比较 复杂 ,本章 参考 文献 [4] 和 f5] 中 有 具体 表达 形式 和 推导 过 程 , 这 里 直接 写 出 后 
三 个 积分 的 基本 形式 , 即 
„= a(1—e*) 
lecosB (8 —w) 


B,E-—-esinE — B, / pa ( — 1) (5. 14) 


-—a(1-ecosE) (5.13) 


其 中 
B,-140 C, B1, 1400) (5.15) 


由 于 Bi 关 1, 故 轨道 积分 (5, 13) 不 再 是 圆锥 曲线 ,a,esw 和 7 是 积分 常数 ,而 as,e 和 各 有 - 定 的 
关系 ,其 中 有 一 个 是 不 独立 的 ,但 它们 亦 不 是 轨道 半 长 径 , 偏 心率 ,… ;因此 ,E 也 不 是 偏 近 点 
8. 

根据 上 述 结果 ,尽管 考 虚 后 牛顿 效应 的 二 体 问题 是 可 积 的 ,得 积分 形式 却 不 像 经 典 二 体 问 
题 那么 简单 ,何况 在 动力 天 文中 所 过 到 的 力学 系统 ,后 牛顿 项 并 不 占 主要 地 位 ,通常 是 一 小 项 ， 
因此 ,上 述 仅 考 虑 后 生 顿 效应 的 二 体 问 题解 并 无 实际 意义 ,所 阅 述 的 内 容 , 只 是 让 读者 了 解 相 
应 系统 的 基本 特征 .从 实用 角度 看 ,还 基 把 后 牛顿 项 当 作 相应 力学 系统 的 一 个 摄 动 源 来 对 待 更 
有 实际 意义 ,下 面 一 段 即 讨论 该 启 题 。 


5.3 后 牛顿 效应 对 应 的 摄 动 解 


仍 采 用 (5. 3) 的 形式 ,相应 的 后 牛顿 摄 动 加 速度 六 
Ap SEG) LAC] (5.18) 





显然 有 
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e= Aes] / C 0€) (5.17) 


TEXBLR B KERHA SEHILA ES TERASE R 一 慨 动 量 级 分 别 为 10* 和 10。 对 水 星 
运动 而 言 , 后 生 顿 项 相对 其 它 天 体 的 引力 摄 动 是 不 太 小 的 ,而 对 人 造 地 球 卫 星 (确切 地 说 是 指 
近 地 王 星 ) 的 运动 ,后 牛顿 项 相对 地 球 扁 率 摄 动 仅 为 三 阶 小 重 。 

于 行星 绕 日 运动 和 人 人 造 卫 星 绕 地 球 运动 两 种 力学 系统 ,上 述 后 牛顿 报 动 加 速度 的 珍 式 
相同 .对 于 前 者 ,有 m G Gm 十 ms) ym MAARE m, 即 运动 天 体 的 质量 ,而 对 于 上 后 者 , 通 党 
可 简化 为 x 一 GE ,EE 为 地 球 质量 。 虽然 讨论 两 者 采用 的 坐标 系 的 基本 平 而 ( 即 xy 坐标 面 ) 各 不 
相间 ,前 者 是 黄道 面 ,而 后 者 是 地 球 赤 道 面 ,但 只 要 对 i, 两 根 数 作 不 同 的 理解 即 可 ,因此 可 放 
为 同一 问题 来 讨论 。 

由 rr 与 轨道 根 数 之 间 的 关系 可 知 ,用 径 向 ,横向 和 轨道 面 法 向 三 个 分 量 表 达 的 形式 为 












































[r r esinf «pip 
r—i0|, r= |r| = (1--ecosf) spip (5. 18) 
0 Q | Ü 
其 中 p 一 a(l 一 e)。 由 此 可 得 Anti STW 三 分 量 为 
A 
S= [~a y -100] y —40—6)(255 
€ rf T T 
è a , (5. 19) 
T= eC sinf] 
Wo | 
将 其 代入 相应 的 摄 动 运动 方程 (2. 32), BD 48. 
a futud)t f ey (a6) (5. 202 
这 里 的 后 牛 帆 项 .请 v 只 有 长 期 部 分 和 短 周期 部 分 , 即 
ex f Case) H- f. lase M) (5, 21) 
积分 后 给 出 摄 动 解 的 长 期 项 称 短 局 期 项 ,具体 表达 式 如 下 ， 
a, C—6)—0, e G—t)-0 (5, 22) 
Ld—t)-—0, (2,0 --4)—0 
at) C) Gi) | (5. 23) 
MG-g--do$a e^ GA Lebe) (5. 24) 
a) — — Y — e) LOA-- GeDecos f--5e'c0s2/] (5. 25) 
e£) 2 — CL G-- Tecos fH secos? f] (5. 26) 
iu =n (5.27) 
£2,0)-—0 (5. 28) 
e) CE) - [3E — M) — C —Osinf — 3sin2/] (5. 29) 
cep 0 e 2 
M.ayo EL See sinf (S 7eysinr sin2 门 (5. 30) 
: cp 上 e SmI gs u 
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上 述 摄 动 解 清楚 地 表明 后 牛顿 效应 有 如 下 几 个 特征 ， 

1. 除 运动 根 数 ( 平 近 点 角 )M 外 ,只 有 近 星 点 角 o 有 长 期 项 ,这 正 是 广义 相对 论 的 几 个 论 
证 之 一 一 -水 星 近 日 点 进 动 的 一 个 依据 , 即 牛顿 力学 无 法 解释 的 水 星 近 日 点 进 动 的 误差 ,基本 
上 可 由 后 牛顿 效应 来 修正 。 

2. 后 牛顿 效应 对 天 栖 运动 的 轨道 平 曾 无 影响 ， 

3, 司 牛顿 效应 没有 长 周期 摄 动 影响 。 


5.4 人 造 地 球 卫 星 运动 中 的 后 牛顿 效应 


在 人 卫 精 密 定 轨 中 ,关于 后 牛顿 加 速度 , 除 考虑 上 述 一 体 效应 妈 , 还 有 测 地 岁差 ,自转 效应 
和 局 率 效 应 ,相应 的 后 牛顿 加 速度 ,在 满足 当前 精度 的 要 求 下 ,可 写成 下 列 形式 : 


Arr= A HA tA tA, (5, 31) 
HE A AnA HA 依次 为 上 上述 四 种 后 牛顿 效应 对 诬 的 摄 动 加 速度 ,具体 表达 式 为 
A LG E) uv] (5. 82) 
A;—2(QXv) (5.33) - 
2 . 
A - ID * DOX-GXJD] (5.34) 
Acc CC AV CER) TVR - VRW] (5. 35) 
其 中 
3 Gm 
中 一 二 (二 
2 Cap dh, (5. 36) 
h,—r,Xv, 
J—Jk. J2:9. 8X 10m? /sec (5. 37) 
Do pM eus 1 
R= hE sinp 7) ] 
4 (3. 383 
. E 
Sing— 








这 里 py 一 GM ,MM TEUER IEEE om, ERRER r 和 六 分别 为 太阳 的 地 心 向 径 和 速度 矢量 . 友 为 
党 向量, 即 太 阳 “ 绕 "地 球 运动 的 不 变 权 圆 轨道 的 面积 速度 矢量 ;& 是 地 球 赤道 面 的 法 向 单位 矢 
其 ;及 即 地 球 非 球形 引力 位 的 高 率 项 。 
XY Lageos 卫星 ,上 述 四 种 摄 动 相 对 地 妹 中 心 引 力 加 速度 的 大 小 分 史 为 

10 *,2xX10 ",107",0. 5x 107? 
市 对 于 GPS 卫星 , 则 分 别 为 

2x10 ",4x]10 ",3x10 ",107" 
至 于 它们 对 卫星 轨道 影响 的 特征 ,以 及 它们 与 地 球 引 力 位 的 裔 率 项 的 联合 效应 ,在 本 音 参 考 文 
献 [6 中 有 详细 讨论 。 特别 晨 地 球 自转 和 扁 率 的 后 牛顿 效应 对 近地点 角 w 都 有 长 期 影响 ,市 除 

位 效应 外 , 另 三 种 后 牛顿 效应 对 轨道 平面 定向 根 数 之 -的 升 交点 赤 经 仙 都 有 长 期 影响 。 

















103 





参考 文献 


1]Nerdtvedt.K. Jr. . Phys. Rev. 169019685 ,1017— 1025. 
[2 ]Nordtvedt , K. Jr. and Will.C. M. „Ap. J. 177(19722,775— 792. 


[32 Will.C. M. -Theory and Experiment in Gravitational physics Cambridge University Press,1981. 
[4] I EF E e LACE Fa ETE 7(19880 ,317-- 329. 

Soffel . M. .Celest. Mech. ,40(1987) ,77 — 85. 

Huang ,C. and Liu, L. ,Cetest, Mech. ,53(19925 ,172— 183. 








104 





第 六 章 ”小 分 母 问题 


6.1 问题 的 提出 


FERRERA TELAH A: 

1. RETI ig A. MARERE 0 JE BD RR EREHE. 

2. 对 于 太 体 系统 ,在 有 限时 刻 天 体 路向 无 穷 远 ,此 邯 非 碰撞 奇 点 口 。 

3. 摄 动 解 中 出 现 小 分 革 , 当 分 终 小 到 一 定 程 度 , 相 应 的 摄 动 解 发 散 或 失效 ,此 即 通 约 奇 点 。 

前 两 类 奇 点 是 天 体力 学 理论 研究 的 重要 课题 ,特别 是 第 一 类 碰 德 奇 点 ,讨论 中 是 假定 各 天 
体 为 不 占 " 空 间 * 的 质点 ,并 不 是 一 个 实体 。 尽 管 讨论 这 类 奇 点 只 是 一 个 数学 上 的 理论 同 题 ,但 
从 实用 角度 来 看 ,消除 碰 接 奇 点 的 讨论 ,对 数值 方法 中 的 步 长 均匀 化 还 是 起 着 理论 指导 意义 
的 , 详 见 后 面 第 八 章 第 五 节 。 关 于 第 三 类 通 约 奇 点 , 亦 是 天 体力 学 (甚至 一 般 力学 领域 ) 的 一 个 
重大 问题 ,通常 称 为 小 分 母 问题 。 但 本 书 仅 从 天 体 力学 方法 这 一 角度 讨论 与 其 有 关 的 内 容 。 

在 第 二 章 第 三 节 中 ,对 受 报 二 体 问 题 ,从 摄 动 运 动 方程 的 角度 , 提 到 了 右 函数 含有 因子 1/e 
或 1/sini 的 间 题 ,这 种 小 分 母 是 由 于 措 述 运动 天 体 轨 道 所 选择 的 变量 不 当 引 起 的 , 即 1/e 对 应 
的 w 和 MM 无 音义 ,而 1/sini 对 应 的 A 和 c 不 确定 ,在 相应 的 摄 动 解 中 将 有 体现 ,这 些 已 在 前 
三 章 中 得 到 证 实 。 因 为 仍 果 用 Kepler 根 数 aei N o FIM 作为 基本 变量 ,在 相应 的 和 放 
的 摄 动 解 中 ,确实 出 现 1/e 这 种 因子 ,而 在 吕 和 的 摄 动 解 中 出 现 了 因子 1/sinf 。 关 于 这 一 问 
题 ,在 2. 3 中 也 已 指出 ,只 要 选择 适当 的 变量 即 可 消除 这 一 现象 , 面 且 对 章 量 的 选择 作 了 详细 
的 讨论 ,同时 给 出 了 相应 的 无 奇 点 摄 动 运动 方程 ,因此 ,这 已 不 是 什么 问题 .通常 所 说 的 小 分 母 
问题 ,当然 不 是 指 这 类 小 e i 问题 ,而 是 指 的 通 约 问题 。 

关于 通 约 问题 ,在 前 面 史 章 用 平均 根 数 法 给 出 的 摄 动 解 中 ,这 种 小 分 母 普遍 存在 .例如 ,中 
心 天 体 非 球形 引力 位 的 J 项 拉动 问题 ,在 长 周期 项 a.tt) 的 分 母 中 无 例外 地 出 规 因子 (2 一 这 


sin2), 当 ;一 让 一 63"26' 或 116"34 时 , 解 失 效 ,i 即 称 为 临界 倾角 (简称 临界 角 ) , 在 J 项 报 动 解 
的 分 母 中 出 现 1 一 «1 一 24,… 这 类 因子 ,其 中 em/nyns 和 各 为 中 心 天 体 ( 或 “ 摄 动 体 ”, 相 
当 于 附着 在 中 心 天 你 上 的 一 种 内 摄 天 体 ) 的 转动 解 速率 和 送 动 天 体 的 平 运 动 速度 , 当 a=1， 
1/2,-… 时 , 解 亦 失 效 。 在 第 三 体 摄 动 中 ,如 果 地 冬 1, 报 动 解 的 分 母 中 有 A.n RAHAT” ER 
动 天 体 的 平 运动 速度 , 当 n' 与 运动 天 体 轨 道 平面 的 变化 速度 接近 时 ,相应 摄 动 解 亦 会 出 现 问 
题 ! 面 当 > 与 *" 相 差 不 大 时 , 摄 动 天 体 的 真 近 点 角 产 亦 是 快 变量 ,应 与 运动 天 体 的 真 近 点 舶 让 
同时 展 成 相应 平 近 点 角 的 三 角 级 数 , 那 么 将 会 在 摄 动 解 的 分 母 中 出 现 (&im 一 kn') 这 种 因子, 到 
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H k, RERE n/n =k k 时 , 解 当然 也 就 失效 。 类 概 的 小 分 母 还 有 其 它 一 些 形式 ,不 再 -… 
一 列举 。 
上 述 种 种 通 约 引起 的 小 分 母 问题 , 除 第 一 种 临界 角 问 题 外 ,都 尾 摄 动 天 体 与 运动 天 体 的 某 
种 “ 凑 率 "之 间 的 一 种 对 应 ,事实 上 ,临界 角 问 题 亦 是 两 种 “频率 "之 间 的 对 应 ,因为 (2 Din 
源 于 避 即 的 长 期 项 变 率 w LET REIR. 6051 DX o E o 相对 升 交点 方向 的 变化 
率 , 即 相对 变化 率 , 它 是 的 绝对 变化 率 (0) 与 升 交点 变化 率 (确切 地 说 应 是 O 的 变化 率 在 o 
蛮 人 方向 上 的 反 申 , 即 flcosi) zz 25i 
o = (w) — (dcosi 

Ei Ss 
因此 ,wo=0 Bj - 

e L 

fosi 1 
这 就 可 以 看 成 w 与 已 变化 率 之 间 的 -~ 种 对 庶 。 上述 两 种 甘 率 之 间 对 应 导致 摄 动 解 中 出 现 小 分 
母 , 从 而 在 一 定 程 度 内 使 相应 的 周期 项 振幅 增 大 和 周期 变 长 ,而 当 分 母 小 到 一 定 程度 就 将 使 报 
动 解 失效 。 但 是 ,这 类 小 分 母 对 应 的 通 约 奇 点 ,与 小 e 小 i 问题 截然 不 同 , 它 不 是 变量 选择 癌 
题 , 对 于 撒 动 运动 方程 而 言 ,上 上述 小 分 母 对 应 的 条 件 , 如 ;一 :. ,也 并 不 是 相应 方程 的 奇 点 ,前 是 
常 点 。 那 么 ,这 些 通 约 坷 点 显然 是 由 求解 报 动 运动 方程 的 方法 所 引起 的 。 

尽管 上 述 回 题 是 由 方法 引起 的 ,人 们 不 禁 要 问 , 相 应 的 运动 是 否 有 “异常 "现象 ? 这 类 由 两 

种 频率 通 维 引 起 的 相应 局 期 项 振幅 的 增 大 与 一 般 力 学 中 的 强迫 共振 有 和 否 区 别 ? 是 否 可 用 某 种 
方法 消除 这 类 小 分 母 ? 为 了 回答 这 些 问题 ,必须 首先 搞 铺 这 类 通 约 奇 点 对 应 的 运动 特征 。 








6.2 通 约 奇 点 对 应 的 轨道 共 报 


1. 简化 数学 模型 


对 于 临界 角 问 题 ,引进 ， 
Lea, 1 一 M 


G= vad ed, g—o (6. D 


H-—4a(l—e0cosi, Rhzíl 
YU Bl] IE 55 — 5€ 38 — T7 P SEUERI (18 AE t GE WUJCRCIE RO EU T 21H COE TH T ii 25 n 
计算 单位 使 4 二 1。 由 于 J; 部 分 对 应 的 摄 动画 数 情 不 含 生 ,根据 正则 运动 方程 (2. 41) 可 知 


Ho 
即 存在 一 积分 
. H-H, (6.2) 
而 临界 角 间 题 又 仅 出 现在 长 周期 项 中 ,那么 消除 短 周期 项 后 ,有 
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is 
又 存在 一 积分 
也 一 了 (6. 35 
于 是 问题 归结 为 - -个 自由 度 系 统 , 即 只 需 讨论 {G,g) 对 应 的 二 维 向 空间 的 运动 问题 ,相应 的 运 
动 方 程 不 难 导 出 , 若 用 后 面 第 七 章 中 的 变换 方法 那 就 更 容易 ,有 
dG 3J; 








dr KELA 160* 158 »e'sin2« 
d 3J: | 
= el 59) eres { (10+360— 4308) — | (6.4) 


Fe! (25— 12607 4450) — (24 —1928* +3600 vI me 
= [4:649 -- 600* ) -e^(10— 22487 -- 210 ) lcos geo] 








其 中 
 —cos*i - Hi/G* | (6.53 
é-i1-Gun | 
BI =i G) ,e 二 elG)。 因 此 ,动力 系统 (6,4) 实 为 (G,g) 的 一 个 自由 度 系统 , 有 不 显 合 1, 是 可 积 
的 。 该 系统 可 以 用 来 讨论 临界 角 i 附近 的 运动 性 态 , 从 而 揭示 这 类 通 约 奇 点 对 应 的 运动 特征 。 
与 讨论 临 界 角 问题 燃 似 ,对 于 第 三 体 摄 动 的 内 摄 情况 ,我 们 可 以 讨论 中 心 天 体 非 球形 引力 
位 J2s 项 摄 动 对 应 的 /一 171 的 通 约 问题 。 为 此 引进 


L-I, I= Gg h)—5G)) 
&-cG—E, ig | (6.6) 
H-H-L, =h 


Hp EOSS nGa EUR AAA, MARA DAR 4.1, ÈA 


ik— ME RISEBUE Rt Z EADE EATE., GEEU--g HO SUR VE SUAE, £ 轴 起 基 的 
“经 度 ”, 而 SO) 即 中 心 天 体 上 对 应 7z 的 4 的 起 量 方向 发 相对 轴 的 经 度 ( 见 图 4. 1) ,因此 可 
以 把 看 作 运 动 天 体 与 中 心 天 体 上 一 回 定 方向 之 问 的 会 合 经 订 ， 

根据 第 四 章 第 一 节 中 的 讨论 ,同时 考虑 J 和 J 项 摄 动 时 ,消除 普通 周期 项 , 仅 保 留 s/n 
二 1/1 对 应 的 通 约 项 后 , 扎 动 函数 将 只 包含 一 个 角 变 量 / , 见 公式 (4. 53), 于 是 存在 两 个 积分 





G-G, H-—EH, (6.7) 
ES] 4 , [83 88. c f Ie — EB LE BER BE OL. 7 对 应 的 二 维 向 空间 的 运动 问题 ,有 
a. -ORL a c6ysing] 
4 o cs) Irc La 3Seyqp cl 99-6] 
d: 2PG* 2'2 i 2 2 (6. 8) 
mes 1 G—489--1339) 4-164.— 195] 
Cy I9 aon (+20)cos27 





其 中 
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n-L^' 
=H/G= (FH, perp (6.9) 
G-6G,rL | 

Bl n—200,8—800,G—G(QGO, Bb 2172 A Co. EDO GL DS :个 自由 度 系统 , 且 亦 不 





i rn m 
对 于 第 三 体 报 动 的 外 摄 情况 ,例如 小 行星 绕 太 阳 运 动 受 木星 摄 动 对 应 的 通 约 问 题 , 亦 可 山 
结 为 与 (6.8) 式 类 似 的 一 个 安 由 度 系 统 , 相 应 的 /是 运动 天 体 { 小 行星 ) 与 撒 动 天 体 ( 木 星 ) 之 间 
的 某 种 会 侣 经度 ,而 di /di 右 端的 (x 一 1 E Gn — an 2 Js 将 被 Iu! BERERE, 
为 了 讨论 方便 ,根据 上 述 一 个 自由 度 对 应 的 运动 方程 (6, 4) 式 和 (6. 8) 式 等 形式 ,不 妨 把 它 
们 写成 相应 的 统一 形式 : 








y=B, (ysin?r | 
. (6. 10) 
x—AÀCO-TBIGDOcosZr 
XE M R £838 22 [8] A 
y-GG, Gu (6. 112 
对 于 第 三 体 报 动 的 通 约 问 题 ,有 
y=}, x-l C6. 12) 


由 方程 (6. 4) 式 和 (C6.8) 式 可 知 ,方程 (6.10) 式 中 的 B G0 BG 55 4A(y) 之 间 大 小 之 比 ,在 非 
通 约 时 ,有 

IB ON BODA) | 2000 (6.13) 
对 于 上 述 临 界 角 问题 ,e 一 OC(J2) ,对 于 第 三 体 摄 动 问题 ,5 二 OCJw) 或 一 Otm') ,这 里 于 是 以 太 
了 质量 为 单位 的 木星 质量 。 方 程 66, 10) 式 就 是 讨论 通 约 奇 点 附近 运动 性 态 的 数学 模型 。 


2. 平衡 点 及 其 附近 的 运动 性 杰 


当 2— 3 sin'i— OUD BB 1— 50 — OQ D, 8E n—n,—0O 3 &in— £n! OX ) 时 ,将 会 
导致 


ACy)—0 
此 时 ,动力 系统 (6. 0) HEIEPEAEDE RRRA STRADE OC 
TOs y» (6. 14) 
和 和 
z—m/2.32/2; yt yn (6. 15) 


其 中 一 组 是 中 心 点 , 另 一 组 是 鞍点 ,至 于 哪 一 组 是 中 心 , 哪 一 组 是 鞍点 ,将 取 诀 于 方程 (6. 10) 丰 
函数 中 AGO ,B.Cy) 和 BOO RECTE AER. BOE Cro y 0 ERU oyp E Pb, EPG 
附近 是 一 条 条 闭 轨 线 , 见 图 6.1. 
由 于 中 心 附近 是 闭 轨 线 ,这 说 明和 临界 角 通 约 问 题 中 的 %, 第 三 体 扎 动 中 的 ?两 个 变量 的 变 
化 被 限制 在 一 定 范围 内 , 亦 即 旺 摆动 状态 ,这 种 现 答 被 称 为 天 平 动 (Libration) ,此 即 通 约 奇 点 
对 应 的 特殊 现象 (或 称奇 异 现象 ) ,通常 称 其 为 轨道 共振 。 
108 





图 5.1 中 心 与 通 点 附近 的 罗 线 分 布 


3. 轨道 共振 的 基本 特征 


在 轨道 变化 中 ,由 于 通 约 3 引起 了 周期 项 振幅 的 增 大 , 它 类 似 于 一 般 力 学 中 的 强迫 共振 , 故 
被 称 为 轨 利 共 报 ,而 对 应 上 述 简化 数学 模型 的 共振 称 为 理想 共 据 ”"。 尽 管理 想 共振 对 应 的 是 简 
化 数学 模型 ,但 它 已 考虑 了 通 约 的 水 项 ,所 揭示 的 现象 , 古 通 约 奇 点 对 应 的 办 道 共 振 的 基本 特 
征 。 这 种 基本 特征 并 非 一 般 意 文 下 的 共振 现象 , 它 完全 类 似 于 单 摆 中 的 振动 图 像 , 即 上 述 天 由 
3. 在 通 约 奇 点 附近 ,共振 变量 (w 或 站 呈现 一 种 摆动 ,而 相应 的 ive 或 a 的 变化 亦 被 “限制 ?在 
一 定 范围 内 ,并 不 是 振幅 无 限 增 大 。 经 研究 表明 , 通 约 奇 点 对 应 的 轨道 共振 有 如 下 儿 个 主要 特 
PEUS, ' 

(1) 通 约 奇 点 在 力学 上 对 应 的 是 一 些 平衡 点 , 妈 中 心 和 鞍点 ， 

(2) 通 约 条 件 i =i ,nn 二 ns 和 名 n= 二 Ron! 等 只 是 平衡 点 的 一 个 必要 条 件 ,其 是 否 对 应 平衡 点 ， 
还 需 另 一 共振 变量 oN i 满足 相应 的 条 件 。 

(3) 通 约 现 象 导致 菜 些 轨道 根 数 的 变化 增 大 ,但 增 大 有 一 定 的 范围 , 即 共振 带 的 半 宽 度 o 
CUE 6. 1) ,其 量 级 为 Op)。 对 上 述 几 业 通 约 问题 ,py 分 别 为 e724,Jsz 和 mm'。 而 在 中 心 附 近 ， 
振幅 较 小 ,其 至 达到 玫 乎 稳定 不 变 的 状态 ,这 与 “共振 ”现象 大 不 相同 。 

(4) 通 约 导 致 相应 局 期 项 的 周期 变 长 ,但 在 共振 区 域内 部 ,周期 又 逐渐 变 短 ,特别 在 中 心 附 
近 ( 称 为 深 振 区 ) .周期 趋 于 一 常数 ,与 振幅 无 关 。 

上 述 特 征 是 在 简化 模型 中 得 到 的 ,如 果 考 虑 被 略 去 的 一 般 周期 项 或 其 它 报 动 因素 ,相应 结 
论 是 普 完 全 保持 ,这 就 是 轨道 共振 研究 的 重要 课题 ,读者 可 参阅 本 章 参考 文献 [5] 及 其 引用 的 
有 关 文 献 。 但 是 上 述 特征 已 表明 ,相应 的 运动 只 是 具有 某 些 非 通 约 情 况 不 具备 的 特征 ,而 并 无 
反常 之 处 ,这 就 进 .~- 步 说 明 遂 约 奇 点 并 非 实质 性 奇 点 ,采用 某 些 方法 潍 除 摄 动 解 中 的 通 约 奇 点 
是 完全 可 能 的 , 即 为 寻找 消除 通 约 奇 点 的 分 析 方法 (构造 级 数 解 ) 提 供 了 理论 依据 ， 


6.3 消除 通 约 奇 点 的 氢 平均 根 数 法 


前 面 两 节 已 仔细 阐明 了 通 约 奇 点 的 性 质 , 在 此 基础 上 ,将 介绍 一 种 涯 理 简 单 .应 用 方便 的 
拟 平 均 根 数 法 四 ,基本 变量 仍 采 用 六 个 辆 图 根 数 a €i 13,0, M, ™ 


1. 拟 平均 根 数 的 5| 人 


由 本道 约 奇 点 问题 出 现在 长 周期 项 中 (对 于 第 二 体 摄 动 中 短 周期 项 的 通 约 情况 ,相应 的 通 
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约 项 亦 是 首先 转化 成 长 辕 期 项 ) , 通 约 条 件 满足 时 ,这 种 项 的 变化 确实 有 所 增 大 ,但 实际 上 它 有 
一 定 的 变化 范围 ,这 已 在 上 节 中 指出 。 但 是 ,不 能 再 采用 第 三 章 介绍 的 平均 根 数 法 中 那 种 长 周 
期 项 的 结构 op) sor (OO 。 为 此 ,引进 干 述 经 修改 的 平均 根 数 ( 仍 记 作 a): 








OETH (£) 3-0, G) - Aof QD) i (8. 16) 
cg, C)-—a (t—h)o;G— n) (6. 17) 
Ac! G)—oj" G) — ej Grm (6.18) 
oU (2) =g d On t) (8. 19) 
8,7 5,— [ei Gata Guo o] (8. 20) 
代替 原平 均 根 数 ( 见 3.1) 作 为 参考 解 ,5 的 音义 与 (3. 2) 式 相同 。 相 应 的 摄 动 解 的 结构 变 为 
oN =N [a Ta) 二 ] (6. 21) 


它 与 第 三 章 中 介绍 的 平均 根 数 法 有 一 差别 ,即将 
Aej (A ef G) ot) k=1,2 

作为 长 周期 变化 项 保留 在 平均 根 数 中 .由 于 这 种 项 周期 长 (特别 当 通 约 情况 发 生 时 ) ,在 不 太 长 
的 间隔 内 与 长 期 项 类 似 ,这 样 做 是 合理 的 ,但 这 并 不 同 于 经 典 摄 动 法 ,因为 经 典 摄 动 法 是 以 无 
摄 运 动 解 作为 参考 解 ,在 积分 过 程 中 将 慢 变 量 Oo 等 视 为 常数 。 

根据 上 述 修改 后 的 平均 根 数 的 定义 (6, 160 ,不 妨 称 其 为 拟 平 均 根 数 , 当 通 约 小 分 母 出 现 
时 ,尽管 ec 和 (和 ap 人 分别 出 现 问 题 , 但 作为 相应 的 变化 的 Ao?" (的 却 是 一 有 限 值 , 它 真实 
地 反应 了 轨道 的 变化 状态 ,这样 构 造 的 摄 动 解 将 是 有 效 的 , 通 约 奇 点 被 消除 。 


2. 摄 动 解 的 构造 一 一 形式 解 的 计算 


报 动 运动 方程 仍 为 (3. 1) 的 形式 , 妈 
de — f (a) - f 6st (6. 22) 


fa)—ón, n= C (6. 23) 
8—(0,0,0,0,0, D? 
Fate) — fA Co te He Fate (6. 24) 
Hm 
fu=0 (6. 25) 


根据 拟 平 均 根 数 的 定义 (6.16), 将 形式 解 (6. 21) 代 入 方程 (6.24) ARRE o GOOT 18 
X C25) cet ta QE] 


afa I P Cat 


— fia) A [af af? He] Qe Y 


Hemot D Be eL Y ae Mate dee 


t fAGa er 2i pae (Jae (6. 26) 
该 式 右 端 出 现 的 根 数 e 均 为 参考 解 2G), FRR G. 21) 收 癌 , 则 比较 展开 式 (6. 260 PR R 
《8 的 系数 ,并 分 别 积分 ,得 
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oO (4) = 2, H | 8ndt = o, + Ön, — n) 《6. 27) 


e, —u)-— | [ f£. Jdt (6. 28) 
(0 i dn {1} 

c q)- fto Lfd (6. 29) 
a —1)- [egia "€ ano, + fadt (6. 30) 


Aot? (1) — af? G)-- of (n) 


' 1 fn, aa oA tu "T. 
=f 2 aiU 2: d (2 ae, (0; 0,9 + Fa Jsdt (6. 31? 





do = [teShao eod aM t C pmo + flde (6. 32) 


从 上 述 级 数 解 的 构造 过 程 不 难看 出 ,与 平均 根 数 法 一 样 ,由 Aum 0X EEE A H 

对 于 一 阶 解 , 拟 平 沟 根 数 法 的 结果 与 平均 根 数 法 的 结果 基本 一 致 ,其 中 o G—460.0:G— 
OR ea 人 0 的 积分 形式 完全 相同 ,但 式 中 用 到 的 5G} 应 是 氢 平 均 根 数 。 两 种 方法 不 同 之 处 在 
T: 

(1) 长 周期 项 o? 9 改 为 相 度 的 变化 Aet" 县 列 入 平均 根 数 oO ra 5 S EHESAUDSE os 
一 占 ) 相 当 ; 

(Da O BRERA EE , 氢 平均 根 数 法 中 应 少 下 列 两 项 : 


oh, 之 2. d», A, 


关于 这 一 点 ,如 果 已 用 原平 均 根 数 法 导 央 了 PONER, 3B 2. EE Rr eL EEA 
删 去 , 即 得 拟 平均 根 数 法 对 应 的 of? CO PREIS. 
既然 在 一 阶 解 中 有 上 述 差 别 ,那么 两 种 方法 给 出 的 结果 ,在 一 阶 意义 下 的 精度 是 咨 一 致 ? 
我 们 必须 对 其 作 进 一 步 讨 论 。 为 此 ,分 别 记 平 均 根 数 法 和 拟 平 均 根 数 法 的 长 周期 项 为 
PO Cro 
MA. aei A fumo. AE ERRIA ARR 7 G0 ef? OM MIU GO) A 




















As? O] = Ls? t3. + [ C5 La), (6. 33) 
0 ^; f 


对 于 名 ,还 有 一 MZP ARE. A aP a= RG. DAA RPR RARE 
2; Le gp, Sep Sigo 
尽管 Bei" G)250, AL? Q)250 [E 8E — HET Bi »— 9T ISIUTISE IC m 的 表达 式 应 为 
ay — fuas es is) 

MEP esi BLA Ae GO AG ORDA TR. 但 是 ,两 种 方法 对 应 的 es 和 和 不 相同 ,相应 地 有 

leo) = (80)s— le GU] 

G9 Ga) Big GO] 

lll 





这 将 导致 0,w M 的 一 阶 长 期 项 的 计算 出 现 类 似 于 上 述 -- 阶 长 周期 项 的 差别 , 即 
fat = tdh = [eG — 4] — | (2 FACE (6. 34) 
该 式 右 端 积分 被 积 函 数 中 的 o ROS e COT n OD. 因此 ， (6. 33) 与 (6. 34) 式 中 两 个 积分 
之 间 唯 一 的 差别 基 前 者 仍 按 长 周期 项 积分 ,而 后 者 用 mm 代入 按 长 期 项 积分 ,这 两 者 之 间 的 差 
别 为 高 阶 项 。 XT ar 的 讨论 与 上 类 似 ,其 相应 的 差别 ,在 零 阶 长 期 项 nt 一 4,) 中 补偿 。 
TO E TIR, BIER Rost en 将 逐渐 明显 ,可 视 具体 归 求 处 理 , 这 里 不 再 讨论 。 


6.4 同时 消除 e 一 0 和 通 约 奇 点 的 摄 动 计算 方法 


在 天 体 运 动 中 ,小 偏心 率 情 况 是 较 普 遍 的 ,尽管 e 一 4 引起 的 问题 仅仅 是 一 个 变量 选择 不 
当 的 问题 ,但 故 用 无 前 点 变量 亦 会 带 来 一 些 新 问题 。 因 此 ,这 一 划 将 结合 小 e 问题 引用 .上 一 
的 拟 平均 根 数 法 米 构造 相应 的 摄 动 解 ,为 此 ,我 们 仍 以 第 三 章 第 三 节 中 讨论 过 的 中 心 天 体 的 裔 
率 报 动 为 背景 ,这 样 可 以 和 平均 根 数 法 作 一 对 照 。 


1. 基本 变量 和 相应 的 摄 动 运动 方程 


对 于 e=0 问题 ,引用 第 二 章 给 出 的 无 奇 点 变量 ， 
as id, Q, Ẹ=ecosw, PW=—esinw, A= M+w 
并 仍 统一 记 作 c, 其 六 个 元 束 按 上 述 次 序 排列 。 相 应 的 摄 动 运动 方程 即 (2. 48) 式 ,其 中 摄 动 函 
数 尺 已 在 第 三 章 中 给 出 , 见 (3. 45) 一 (3.47? 式 ,这 里 写成 新 变量 的 形式 , 即 
R—R.TR, (6. 35) 


R= Ssmo DI (E+) (6. 38) 


Rue PALO Bst [ C = a 27] - S sini jicos2( oa] (6. 37) 
已 此 代入 (3R/30) 型 的 摄 动 运动 方程 (2. 480 , 即 得 


g=fola)t+f ilo,e) {6. 38) 

fola)=bn, n=a >" (6. 39) 

fiG e) fulair) tH fiai e E.g) (6. 40) 
其 中 l 

e—eQG p= Er)" (6. 41) 


为 了 与 3. 3 中 的 结果 对 比 ,这 里 亦 采用 了 相应 的 计算 单位 ， 使 x 二 1, 全 部 公式 变 为 无 量 网 形 
A ,如 需 恢 复 有 量 岗 形式 亦 容 易 , 见 第 三 童 最 后 的 说 明 。 关 于 fi 和 六 ,显然 分 别 对 应 RI R 


2. 摄 动 解 的 构造 与 <,? 两 变量 的 处 理 


采用 拟 平均 根 数 法 ,相应 的 摄 动 解 的 形式 为 
112 








e(t -a()- [a Gs? Gr -- ] (6. 42) 
aD) —o6,--ÓnG-- 82) - Cr de sub 0G — 6) T Ae GO HE (6. 43) 
Asi? (o al" go) k—1d. Ben (86.44) 


各 报 动 项 的 构造 形式 见 公 式 (6. 27) (6.32), 
首先 过 论 F(t — tg) ,显然 有 





a, (t —1£1)—0 (4. 45) 

GG-un2-0 (4. 46) 

Au J= osi 天 上 一 加》 (4. 47) 
1 1r 2p! ü ` 


AG t9) = CM, Fe D Gu) 
= ae- sinD + 0 sini VIe ]1G—Ón) (6. 48) 
其 中 pralle ,公式 中 出 现 的 a,i,e 各 为 apriore FA e — RHE 至 于 志和 3,75 E S] 
gilt 一 10); 有 


9 - UO 


à (6. 49) 
下 一 (六 一 -ag 
其 中 
o= aasin (6. 50) 
如 按 拟 平 均 根 数 法 的 迭代 过 程 , 与 上 述 四 个 根 数 同样 处 理 , 则 有 
E-E-E G—u)] 
Lo (6.51) 
9-7, 4-9 Et) f 
其 中 
E Gt) =a 1t) | 
(6.52) 
7h (t—£5)-— —e tt) 


MERRTE 8 RIED G— HO PLRESUROE X LER. EZ TR PERI ECOL RRCREDE HE Et $=ecosw， 
2-- —esine 的 力学 意义 蛮 得 横 糊 ,而 且 与 之 有 关 ( 即 与 o 有 关 ) 的 长 周期 项 完全 消失 ,部 变 成 忆 
一 0) 的 第 级 数 形式 ,还 有 ,由 于 原 长 期 项 中 包含 c= (C! 2-007 ,将 使 问题 更 加 复杂 化 .事实 上 ， 
外 的 长 期 变化 以 ,5 的 变化 反映 出 来 的 应 是 -种 周期 振动 ,考虑 到 这 种 特征 ,直接 求解 振动 方 
程 46. 49) 更 为 合理 ,其 解 为 


ee (6. 53) 
72 —9,cos[« (z—2,2 ] — fini ex (4 —£,2 ' 
并 有 

e-—Ppp-amu-—ed (6.54) 


这 完全 符合 各 有 关 量 的 性 质 , 上 述 几 个 隔 题 亦 不 复 存 在 ,这 种 处 理 在 有 关 王 作 中 已 普 误 采用 。 
关于 a GO) ,积分 宸 达 式 即 (6. 29) 式 ,根据 该 积分 表达 式 , 可 通过 新 旧 变 大 之 间 的 关系 直 
IEEJA 3, 3 中 的 结果 (3. 68) 一 (3.73) 式 给 出 这 里 所 需要 的 ez 0) ,而 不 必 另 行 积 分 ,有 
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J . . 4 . 
aP O=- sito C y - (1—e&) sin S Ycoszu] (6. F 














dJa, . 
iG) = isin2i{ (Sconut nin) +cos2u 
十 村 (Seos3u pingu) HEE 4 F, G2) (6. 56) 
1 34. jr. "n k . 
£x G) = icosil -- (u — A) — í Lésinu-- > TIcosu) + T sin2u 
+a sinsu--3cos3u) — E6gF; le) (8. 57) 
Ja 5 e 
E OTI Esinti (97 
TL TEC cosu + ésinut 3 Écos2u— ysin 2u 
1 "NN d d 1 € d 2 z u 
T1756 39gDcos3u 3 &7sinJu 4- (1 12:606 i; 330 £F. Ce) ] 
sins — TEE Sy )cosu— J-Epsinu-F-L tcos2u 29sin2u 
7 lle, 25, Dens Be 3 
十 (3 十 和 +387 )cos3u- 5 Srsin3a + Écos4au 8 sindu 
A L.C gh ycossu - Legsinsu— (S — LeF, le) 
i6 E g nsin da 了 Ge ate 
HeRR EF e EE] (6. 58) 
J 
y" OT -Esin uae 
—[a-c 2e +y )sina + 2£9cosu ios 2u — 5 e’sin3u 
en l 
Tae tis EF: Ce) ] 
"sini (+ resina egeosu 二 tsin2u F-27cos2u 
UM PPP 
SERT - 487 )sin3u t 7 Ecosdu g ^sindu z COs 
ig (E — TDsinSu— Lycostu— (È — Le F Ce 
FORO ER eD BE] (6.59) 


A G) = — cosit {ry 


34,, 





(1— Žin) Cu — At (ésing 2c0820 HF oO (1 -5 e) (£sinu 4-9cosu ) 


tie — 1 )sin2u J- £9cos2u tig MO Esine Le —1Tfneos3u ]! 


3J, . ,. . . 
十 zp" PC (2fsinu t 3cosu) +Žsin2u — i (£sin3u-- 3cos3u) 一 ler. (e) 


-RRODLCI-E VITE el on »tsina 


十 (一 - 
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M 
2 


» VIt (7E +52) Yjcosu 





3 





" - 3 2 - 7 17 . 
(E-O sin2u— Z Egosu tU +i Vie + sinu 

















(4 
OE Vice inb 9 p yscossu-L-- (8 —g ysinau-- -£9cos4u 
12 AR 48 i 8 4 À 
HEEP sinu EGP f possut HEF, HLF, (enli (6. 60) 
jx Bo (5-0, Rmi 
. 1 
FG- — 
+ Vi 
FG) = 80824 _ 1 十 2 v1l—e’ | (6.619 
€ (Q+ xI Fy 
F (e) ES 3e 1+3 /1—e€ 
i e 4G 1-68» 


各 式 中 的 (地) 和 二 了 二 的 计算 方法 如 下 : 
首先 由 4 和 ,9 解 “广义 开 普 勒 方 程 ” 
u — A= ésing Reost (6. 62) 
给 出 一 力 和 立 , 这 里 = 十 o。 再 由 如 和 ,7 计算 (全 ), 即 


CE.) Q — Écosu-Eqsina) | (6. 63) 
最 后 由 
sin (uu) - C) Gi AX ET--F. Ce) Gsing — cosu) ] (6. 64) 
计算 (一世 ,从 而 得 
#—A= (u—u)-- (一 加 (8. 65) 


也 就 给 出 了 AMAER SEQ — 40 Qi REL GI — 0 REI CUR Pa e HER SEES 
PRERE uou A EPI ABRE Chr RETE 07 20 区 间 上 ) 所 导致 的 错误 。 上 述 (6. 63)~ (6.652 一 
式 分 别 由 下 列 三 式 推出 , 邯 

E—M=esinE 


CL) — Q —ecosE)™! (6. 66) 


rsinf/-a /1—e&sinE, rcosf/—a(cosE—2e) 

土 述 所 有 公式 中 出 现 的 “ 根 数 ”都 应 是 准 到 一 阶 长 期 项 的 氢 平 均 根 数 。 

接 下 米 讨论 oC 一 二) 和 Aa (1)。 由 积分 表达 式 (6. 30) 和 (6. 31) 不 难看 出 ,对 于 ,六 项 摄 
动 , 需 要 讨论 的 只 是 如 下 “间接 "项 

» PACEM 
能 否 像 o; (1) 那样 ,利用 原 变 量 的 结果 直接 给 出 ,这 是 一 个 很 有 意义 的 问题 ,为 此 ,将 上 述 以 新 
变量 4,7, 和 .9,4 表达 的 函数 志和 方 , 记 作 六. 和 Foo BIER ases Quo M 表达 的 A 仍 记 
5 foem fo 而 
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2 ah a, 8 (3 Pat, 
r5 GONE RAETEN HER. ESUEBE S e au QE 
(i ny 2 P yu 








对 4 有 
» Do 人 Uh aue d d (gir), 
对 二 有 
(X Aa a), m cosa 25 LD (gy), oin 2) 9C «(uy 
XP 9i | 
» 2H (sj), sino È AU Dt (sj7),), eosa 2, ray, 
由 此 给 出 二 阶 长 期 项 为 








as to) = 0 
iatt—to)=0 
é,.(1—#0)=0 
VN 


人 一 太一 -Gp tcosi ($+ lec ITP 


sin? TE ze ?二 > 41—6)]1—15) 


AG w= È Du EC ed FI i e 
aca Sa ej 
sins E? 212 4 (1H D, JIE] 
35 e 


1 【一 一 sint it Esinti) jne 














+= 


(6. 


(8. 


(6. 


67) 


68) 


.69) 


. 70) 


712 
72) 
.73) 
742 


. 75) 


76) 


各 式 中 出 现 的 asise Rp Go via i£; xt t,t 一 fo) 和 加 (一 t0) 仪 考虑 Ji 项 摄 动 时 不 会 再 出 现 ,但 
若 考虑 其 它 摄 动因 素 时 ,是 可 能 出 现 的 ,例如 考虑 非 球形 奇 次 带 谐 项 (7:，…) 的 摄 动 时 ,会 出 更 
EG 一 5) 项 ,但 仍 可 像 前 面 处 理 £ G—u]ul 7 (rf 一 16) 那 样 , 放 到 下 列 振动 方程 中 求解 ， 即 


d - 
和 





此 方程 只 是 增加 了 一 非 齐 次 项 ， 
一 阶 长 周期 变化 项 Ag (的 一 oa 一 cn 人) 如下， 
^ai (220 


An G= E (2— 2 sin! DE, (0+ sin? DG. 
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(8. 
(6. 


77) 
78) 





omit Simi) pCe) +t G5 Fini) JG (8. 79) 














Fi 
OE HCG- Ge ?十 2 V1—e)- (> 全 fex V T—e sin 
Hd 1.115 miii Dai Sene o 
Hiin itsin DE CL sin? itsin DE e) 
-3 i — SsintDsintia -e0F. (0016.1 6. 80) 
AP eU EU Mer E, HH Vice 
CAD S e] VET sinti t GL sin! t-- S sin'De F G6; 
EG. Desin? itsin e do aw itsin Fle) 
OE RM (6. 81) 


GD 一 一 Hir, OFO Lr V1-6)—-(6- se +P VT- )sinti 
HL E. n V 1—e sini] 
aa SQ 
+F: IE 5d t Y1-e “一 DER uri 4 1—6€ sin 
TG yn ay ysin] 


 LSE, CL CI — S sin'Dsin't]1G. 























2 1 
3J, sin*i ` 
t3 CIR (6. 
其 中 
G= ni AC : Jo (8. 
(2—5sin'iD p 
G= Lh ——á* anan) (6. 
(2—sin'i) P 
G= 252 289 -— (E PEDRU) (6. 
2(2— 5 sin'i) P 
2. Qj (En E B 
Go Du 70) DiC) (8. 
2(2— sin?) P 
rm — 
g- 5G ER E pÈ POR (6. 
3(2— sinti) 
^ 2 6. m Oh 
g- IBE- -PORT o. ou -pE nai) (6. 


n 
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83) 


84) 


85) 


88) 


87) 


88) 








APE aE E) 

4Q.— sint) 
ERRA H aise BE zoroa MEy ERA EIS ERR] SOLE 3r. 06. 832 — (6. 890 3X 28 
d T OEHSPRRHT AL HS "9" Ao JP Fi fe Ec 81 9 DU 6] d PE ,而 右 端 则 是 按 长 期 项 积 
分 的 绪 果 。 例 如 


G; [E ERGa) (6. 89) 





| (~ jdt = | (— ecosw) di 


9— fs 
=t -— EG to) 
关于 两 种 算法 问题 ,在 一 般 情 况 下 ,采用 第 -种 算法 ,而 当 通 约 条 件 (这 里 是 临界 倾角 ?满足 时 ， 
即 





12 一 三 sinz| à | 
2 (6. 90) 
$—O(gu?)—10 ? 
则 采用 第 二 种 算法 。 
上 述 方法 既 消 除了 通 约 奇 点 ,同时 也 适用 于 OxLe—1. 尽管 是 针对 中 心 天 体 扁 率 摄 动 中 的 
通 约 坷 点 建立 的 摄 动 解 ,但 这 一 处 理 方 法 对 其 它 类 型 摄 动 中 的 通 约 奇 点 问题 也 适用 ,只 要 将 通 
芍 对 应 的 长 周期 项 按 上 述 方法 处 理 邵 行 ,其 有 效 性 已 在 实用 中 得 到 证 实 。 
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第 七 章 “ 变换 理论 及 其 应 用 


前 面 几 章 都 是 直接 从 一 般 摄 动 运动 方程 着 手 , 采 用 经 典 摄 动 法 种 改进 的 摄 动 法 一 平均 
根 数 法 以 及 与 其 类 似 的 拟 平 均 根 数 法 来 构造 小 参数 寡 级 数 解 ,原理 虽 简 单 ,但 从 构造 解 的 过 程 
来 看 ,要 给 出 具体 摄 动 解 的 表达 式 , 还 是 比较 麻烦 的 , 若 要 构造 高 阶 解 ,其 麻烦 的 程度 ,几乎 这 
到 无 法 实现 的 地 步 .另外 ,有 些 环节 ,如 在 用 平均 根 数 法 构造 扁 率 振动 短 周 期 项 的 处 理 中 ,对 一 
阶 解 很 简单 ,但 在 求 二 阶 解 时 却 遇 到 了 麻烦 , 即 真 近 点 角 了 必须 展 成 平 近 点 角 M 的 三 角 级 数 ， 
这 是 不 理想 的 .本章 将 在 平均 根 数 法 基本 思想 的 基础 上 介绍 一 类 变换 方法 ,这 类 方法 可 避免 上 
述 平均 根 数 法 所 址 到 的 麻烦 。 

就 变换 思想 ,首先 想到 Hamilton 力学 中 的 正则 变换 ,用 其 构造 摄 动 运动 方程 的 级 数 解 , 相 
对 而 音 要 比 前 面 的 各 种 摄 动 法 简单 , 面 且 原 理 清晰 ,这 类 方法 在 天 体力 学 领域 中 不 仅 可 用 来 简 
单 地 构造 分 析 解 ( 指 小 参数 震级 数 解 ) ,而 且 在 一 些 定性 研究 中 亦 大 有 用 途 ,如 简化 动力 系统 、 
Hamilton 函数 的 标准 化 等。 本章 最 后 一 节 还 将 正则 变 痪 方法 推广 到 一 般 动力 系统 ,建立 非 
正则 形式 的 变换 方法 ,确切 地 说 ,就 是 平均 根 数 法 的 变换 形式 , 它 同样 可 解除 上 面 提 到 的 平均 
根 数 法 所 进 到 的 麻烦 。 

为 了 便于 读者 能 顺利 地 阅读 这 一 部 分 内 容 , 本 章 将 首先 扼要 地 回顾 一 下 Hamilton 力学 的 
基本 和 内容。 


7.1 正则 运动 方程 与 正则 共 罗 变 量 


1. Hamilton 系统 的 数学 描述 


4 个 看 成 质点 的 天 体 Po Pot Po ERES JEA TAA E ”体系 统 , 它 是 一 个 自由 
度 为 34 的 an 体 系统, 有 3n 个 相互 独立 的 坐标 (在 有 约束 条 件 时 ,自由 度 要 少 于 n EC SURE 
讨论 ) ， 如 果 采 用 惯性 直角 坐标 系 O-zyz, 则 3n PALEES moyon G= 2 en. RA 
统 的 总 动能 了 为 


T= Pim Gy ex C. D 
i=l 


EP m STER ERE. ARJAN U 为 
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T = gm, 
U =G} A, 77 l (7.2) 
1 Gs a Qi oe arl 
它 与 系统 总 位 能 相差 一 符号 ,其 中 是 旋 有 引力 常数 ,对 王 这 一 引力 n 体 问题 ,各 天 体 的 运动 
方程 显然 可 写成 下 列 形 式 : 
. d 


mr, 

m T | (7.3) 

Ed 

ST. | 

izi.2..m 

为 了 讨论 问题 的 需要 , 常 引进 3n 个 独立 变量 9,0 —1,2, 300 ,将 直角 坐标 表示 成 这 3n 

个 变量 和 时 间 e 的 函数 , 即 作 -- 变 换 : 

T= L ggr 好 mam. 

MENÉ gert gt) =y gst) (7.4) 
wg st) =z t) 





i=] 2, 
只 要 该 变换 所 有 国 数 到 人 tt 存在 对 gf 的 一 ,二 阶 连续 偏 导数 ,就 将 求解 运 
动 方程 (7, 3) 的 问题 转化 为 求解 34 个 独立 变量 gj 对 应 的 运动 问题 ,这 种 变量 g 叫做 广义 从 
标 ,相应 区 g, 即 为 广义 速度 ,9 可 以 是 一 般 的 曲线 坐标 ,如 球 坐 标 ,A,9。 


wz 有 类 似 形 式 。 将 此 关系 代入 (7.1) 式 , 则 总 动能 变 为 
3a 38 3n 
T = X Agit? 2, Baie 2408, +D 
pet 
一 了 十 了 :十 了 (7.5) 
其 中 T, 为 q; 的 二 次 齐 次 式 Tu 为 Q 的 一 次 齐 次 式 Ty ETS qi 的 项 , 即 


dn $n 
了 :一 D Ag+ 5 Bagge 


1-71 ai=] 


pék 
T= Ys, (7.6) 
T,—-D 
ELA, BC, 种 也是 gst 的 函数 (还 包含 质量 因子 ), 与 qj; 无关。 显然 ,T 有 如 下 形式 ， 
T —Tq.q.) (7.7) 
若 将 变换 美 系 (7. DRACO. DR WAAK U 可 表示 为 
U —U(g.t) (7.8) 


根据 上 述 变 换 后 的 了 和 已 的 表达 式 , 可 将 运动 方程 (7. 30 ELA XU E q, 所 满足 的 运 
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动 方程 。 酶 去 推导 过 程 , 直 搂 写 出 该 方程 的 具体 形式 如 下 ， 
ETE (7. 9) 
其 中 
L=L(gG TU (T. 10) 
xcu EE HD OUB ARG n UE TEL ELI 23) 77 1E A) UT IE PIOS BEER BI HUE LL G9 0 8I. 
称 为 拉 格 朗 日 函数 , 它 是 系统 总 动能 与 总 位 能 之 盖 ， 
仿照 坐标 与 动量 的 关系 ,引进 广义 动量 p: 


疡 一 Ta (7. 11) 
TR Lb— pp pO Æ g HRR. MEHA AR H ATARE: 


H = 2 pg L-Tyz- T. -U 
=H (psg) G. 12) 
HET =T Gp OS BERT. PAg Hl p ER. St p, RH fa n] RE a, 满足 的 运动 方程 (7. 90 
IE 5 — BOSEROE GS BD 


aH (7. 13) 


一 1 23 
这 个 用 广义 坐标 和 广义 动量 作为 基本 变量 的 运动 方程 是 Hamilton 于 1874 年 给 出 的 , 故 称 为 
Hamilton 正则 运动 方程 ,简称 正则 运动 方程 , 互 即 Hamilton 函数 ,9o) 和 p; 就 称 为 正则 共 辐 变 
量 。 
用 正则 运动 方程 (7. 13? 摘 述 的 动力 系统 , 常 称 为 Hamilton. 系统 ,相应 的 Hamilton 流 上 其 有 
一 个 很 好 的 几何 结构 一 一 辛 (Symplectic) 结 档 ,这 在 定性 研究 以 及 定性 研究 的 数值 探索 中 具 
有 相当 重要 的 作用 ,后 面 第 九 章 将 专门 介绍 这 一 问题 , 即 根据 Hamilton 流 保持 辛 结构 这 一 特 
征 , 构 造 出 新 的 数值 解法 。 下 面 仍 就 分 析 解 法 介绍 正 刚 运动 方程 的 有 关 问 题 。 
当 变 换 (7.4)? 不 显 含 上 时 ,有 
T-—T, T,—T,-0 
Kc BT 
H-T—U- Hp, (7.14) 
显然 , 就 是 系统 的 总 能 量 (动能 与 位 能 之 和 ) ,而 在 一 般 情 癌 下 , 即 前 面 的 H gt) ,就 称 为 
广义 能 量 。 上 述 五 不 显 舍 上 对 应 的 Hamilton 系统 称 为 定常 的 或 自治 的 。 该 系统 有 





ht 
将 满足 方程 (7. 13? 式 的 9 M 5, FA ESN BI 
dH 
一 一 0 
dr 


这 表示 定常 Hamilton 系统 存在 一 积分 
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H(p,q)—Ah (7,15) 
此 即 能 量 积分 ,2 就 是 能 量 常数 。 
TREE fasti rs yoz G1 I2. n MEAE LER 30 2. Bl PGY Pu, BIA a 
E. 相应 的 动能 T=T, BẸ K7. DÄ 于 是 
R=T—U~H(r, yer yr) 
TEE: K EREEREER F.n 体 引 力 问 题 存在 能 量 积 分 H = 。 


2. 正则 运动 方程 的 特殊 解法 … 一 循环 坐标 
正则 运动 方程 的 求解 ,不 仅 可 用 一 般 常 微 分 方程 的 各 种 解法 和 分 析 力 学 中 的 Hamilton- 


Jacobi 方法 ,而 县 由 于 它 具 有 … 种 对 称 性 ,还 有 一 种 特殊 解法 , 即 寻找 循环 坐标 来 降 阶 。 例 如 ， 
当 如 不合 某 个 员 时 ,有 


. 9H — 
Bi 0 
存在 一 积分 
5-C 


而 因 占 不 会 g,, 又 可 将 其 分 离开 ,于 是 体 问题 的 正则 运动 方程 组 (7. 13) 可 降低 两 阶 。 上述 a, 
即 称 为 循环 坐标 ,如 果 不 含 菜 个 p,, 效 果 相 同 , 它 亦 被 称 为 循环 坐标 。 本 章 要 介绍 的 变换 方法 ， 
就 是 寻找 一 种 特殊 的 正则 变换 ,使 变换 后 的 Hamilton 淆 数 具 有 足够 的 循环 坐标 ,从 而 达到 获 
得 摄 动 解 的 目的 。 


3 ELI BEES FRE RICE E E 


COLE HE ÉCRS RRA O-xyz ,坐标 原点 O BI FG UR HP CCo SIE Z3 nb We 8 B iR 
~ 及 其 速度 矢量 ”就 可 作为 一 对 正 删 共 驾 变量 ,相应 的 Hamilton 函数 为 


H-ls-yi) (7.18) 
相应 的 正则 运动 方程 即 


《7. VT) 


其 中 站 是 位 函数 , 比 力 函数 己 少 一 个 质量 因子 和 ,上 标 “ 了 "表示 转 置 。 如 果 中 心 天 体 为 非 球形 
AM U V 对 应 的 是 一 个 非 球形 引力 位 函数 , 若 该 系统 还 存在 其 它 摄 动 源 ( 属 保守 力 摄 动 ), 则 
V RERA d Py PAL EST ERE, BE 
V=V,+R (7.18) 
其 中 
Voc. p=G(M+m) (7.19) 
好 是 中 心 天 体 的 质量 。 MEARAN R GL IEFRTE 5 [71 BL EREET ORNETA EE DÀ 
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其 它 摄 动 源 对 应 的 部 分 。 

如 果 将 表示 成 轨道 根 数 的 形式 ,有 
2 1 
£) 


则 相应 的 Hamilton 国 数 (7. 16) 式 即 可 写成 下 列 形式 ; 


pt 


H=- -R (7.20) 
(2) 德 洛 纳 变量 
这 在 第 二 章 中 己 烛 到 过 , 见 (2.47) 式 , 即 
L= xpa, [M 
G= v pa(1—8), 


gt 《7.21) 
H= 4 palle cosi, h-—í 

这 是 轨道 根 数 的 一 种 组 合 , 角 动 量 LICHE LAR FRE RE /gg ;是 广义 坐标 。 引 用 这 组 

正则 共 斩 变量 时 ,习惯 上 是 将 相应 的 Hamilton 函数 变 一 符号 , 即 


F-——H 
Ed 
= atR (7. 22) 
于 是 相应 的 正则 运动 方程 亦 改变 -符号 ,有 
d oF — di, a 
dt a?’ di 2L 
dG aF dg aF 
dea! d ^x (7. 23) 
dH GF —— dh a 
d! a di aH 


德 洛 纳 变 量 是 常用 的 一 组 变量 , 它 既 是 正则 共 轿 变量 ,又 与 轨道 根 数 很 相近 ,引用 方 梗 ,第 
二 章 中 介绍 的 解决 小 e、 小 i 问题 的 无 奇 点 正则 共 轿 灾 量 就 是 在 其 基础 上 引进 的 , 见 公 式 (2. 


56) 和 (2. 58), 在 讨论 通 约 奇 点 对 应 的 胃 道 共振 问题 中 采用 的 正则 共 范 变量 , 亦 是 在 其 基础 上 
引进 的 外 ,具体 讨论 见 后 区 7. 6。 


7.2 正则 变换 与 生成 函数 
1. 向 空间 的 正则 变换 


为 了 数学 上 的 简 渚 ,讨论 = 个 自由 魔 的 力学 系统 , 仍 以 ? 和 p ER LERA R. 
它们 都 是 =” 维 向 基 , 即 


qi bh 
; 

g=], p=” (7.24) 
d Pal 
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或 简 记 
q= p), p= (tp,) 
q 和 p 分 别 表示 向 量 g 和 p 的 分 量 。Hamilton 两 数 H —H(p.qu09-- OE SS C. TOL RR 
4 组 成 的 2 维 空 间 称 为 位 形 空 间 , 广 祥 动 量 p 组 成 的 维 空间 称 为 动 基 空 间 , 而 20 维 向 其 
r= P| (7,25) 
g.: 
ZB pR i E [8] MRA ER, CE 2n 维 空间 ,相应 的 Hamilton RA H — Hz. 
PE—RESJUS IE CREER E H 对 向 量 的 偏 导 数 H o ERN yayan ERE e 的 偏 
导数 和 对 向 量 = 的 偏 导数 y,, 分 别 由 下 列 各 式 表达 ， 
JH 3H aH 




















H.— rant tn, (7. 26) 
Ay 
a 
|» 
Ye | dt C. 27) 
Yn. 
Es 
o n a D 
àn dr, ds 
Op ae n 95 
Ni dz; dz, d (T. 28) 
dr, dr, TA 
即 五; 为 一 模 向 量 ,y, 为 一 列 向 量 ,y: 则 为 一 怎 阵 函数 (这 里 是 20 X 2n 阶 方 阵 ) 
引进 矩阵 I: 
"Lr 
= E. 0 (7. 29) 


Ep E, n Xn 阶 单位 答 阵 ,“0” 表 示 naX 阶 零 矩阵 。 于 是 正则 运动 方程 47. 13) 可 写成 下 列 形 
式 : 
z=IHT (7.30) 
EE I Hm PIER. 
Psr =], H-E, (7.31) 
关于 正则 变换 , 它 是 相 空 间 的 一 种 变换 , 较 常用 的 定义 是 ;对 zx,t 种 相应 的 Hamilton 函数 
H (Gr D ECH, 引 进 一 向 空间 的 变换 y 一 y(zx,t) € C" ded Eb EK KG 0€ C ,使 
得 
DG—IHI)—y—IKi (1.32) 
则 该 变换 y y Ges OAA EER, 3x HR. D— y C Ag p TE v 阶 连 续 偏 导数 ,C5 表示 相应 
ER ACA EC bc es SOS TE TE v Erie SE SEG v—1.2,-e.. EXBRE X ILBB E x DELTA HG, DA 
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Hamilton 图 数 的 正则 运动 方程 一 了 并 一 0 了 刚 经 变换 y= yl :1 或 7 一 Xtyst) :新 变量 x n 
是 以 天 Cy 为 新 Hamilton 函数 的 正则 运动 方程 y 一 IK; 0, 


2. 正则 变换 的 充 要 条 件 
直接 根据 定义 来 判断 变换 y=y(z' 约 是 否 正 则 变换 ,显然 不 太 方 便 。 为 此 ,不 如 证 明 地 介 


绍 一 个 相应 的 定理 和 有 关内 容 。 
定理 1 相 空 间 的 变换 y— y(GeD € CL 是 正则 变换 的 充 要 条 件 为 


PI =P] =g (7. 33) 
其 中 
, [0 E 
上 为 与 zw 无关 的 常数 , 称 为 变换 有 老子 ,相应 的 变换 后 的 新 Hamilton ER K Cy HE PER B s 
KGy,D—pBpHüir(iy DM RO, (7. 35) 
其 中 R ROSE I) ERE UR 
Ry Jy (7, 38) 


实际 上 常常 要 用 的 就 十 Ry, 而 不 是 R. 
如 果 正 则 变换 不 显 含 AI ym y GO A y= E R= AEA 
K-—guH 
RRR EMRE A DRSTAE NIAE , P RO. SUR a1. HU 
K=H 
WAA EWERR ATEEN, FEE, Eiri BiAA ENRE n, G, 
Hg, MaBEzIBPXS: 
r—r(a,.e, diuo, M)—r(L,G,H i. g.h) 
Fr(a.e,i Qo, M) —r(L,G,H,l,g,h) 
Bi 33 — 55 4E JU AER 


(7, 37) 


3. 正 则 变换 充 要 条件 的 泊 松 括号 形式 


正则 变换 的 充 要 条 件 (7. 33) 常 常用 泊 松 括号 来 表示 , 泊 松 括号 的 定 交 如 下 : 
R FG 为 两 个 2n 维 向 最 z= (z) 的 数量 函数 , ER COSS HE P c XE SERRE CF S 
G} ,其 表达 式 为 


UG) FT « JG (07.38) 
Bp 
. F x FLE 
UG) = D, (Ga Ban, T Res Am 
Ww EGO 0 
一 之 这 一 IGF) (7.39) 


USGEROS F.G 的 泊 松 括号 。 
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泊 松 括号 在 如 于 运算 性 质 , 即 车 Fi ,Ps ,FF eR CONDE 

{Ft Ena Fa FFH {Fr} 

[F * Fa Fib— {Fi Ea Fat {Fas FaF) 

Fa Fit Ei {Fo Fs} iFa F Fa} 
W p,q MPQ RE n EAE, p EURER, AE 





--[^. [5 
lg! Q 
则 变换 y— y Gru RARI c c Cy t) EEG I 
P=P(p,g,t) 
Q—Q(p.q.D 
和 
popO.Q.O 
q—gCGP Q.D 
EREHE Tr A 
P, P, 
! -la | 


正则 变换 的 充 要 条 件 DJTT 一 Ar 即 变 为 
P,P PPr P,Q; PQ; 


rzrr- | 
Q,P; Q,P; Q,Q; —QQ; 


ln 
或 写成 


QQ —Q,Q; —0 

P,QE— P Q= HE, 
Hepto"wERUÉOBER. (7. 47) 还 有 一 式 : 

Q,P; —Q,P;— —uE, 


P,PI—P,PI—-Q | 


ET Hh 
PR — PO = BE, 
转 置 而 得 ,因此 它 不 是 独立 关系 式 。 
若 将 条 件 (7. 47) 式 按 每 一 个 元 素 写 出 来 ;就 是 正则 变换 充 要 条 件 的 消 被 括号 形式 ， 
{P,P,}=0 
iQuQ,) =0 
(agi [^ T 
Bí 一 JJ 
或 按 道 变 换 rsr D E h B 
i5 p, 0 
fgg —0 


0. ij 
(p01)=| a . .] 
B i=j] 
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(7. 


(. 


(T. 


(T. 


. 40) 
.41) 
. A2) 


43) 


,4) 


45) 


46) 


4T) 


(7. 48) 


(7. 


49) 


其 中 心 ' 由 了 = 一 2 算出 , 即 
POJU =p 
于 是 有 
p -—n (7. 50) 
在 天 体力 学 中 常用 的 正 风 变换 往 往 对 应 
=p =l 


4. 正则 变换 的 构造 一 一 生成 函数 


前 面 介 绍 了 向 空间 正则 变换 的 定义 种 判别 方法 ,但 从 实用 角度 来 看 ,构造 一 个 正则 变换 
特别 是 构造 一 个 有 用 的 正则 变换 ) 显 得 更 为 重要 。 这 里 介绍 Hamilton 力学 中 常用 的 一 种 由 牛 
成 函数 (或 称 母 函 数 ? 构 造 正 则 变换 的 方法 。 

定理 2 FEE- TREAN S =S, Q DEC, MHEG o BEGSS, dERS BID. p. 
的 赫 斯 (Hesse) 行 列 式 det (Spo) 0, R] 22 维 向 空间 了 与 y 之 间 的 下 列 变换 

q-——S,Q,QD,. P=— Sol pt) (7. 51) 
为 一 正则 变换 , 它 的 变换 乘 子 ul. dE RS. l 

根据 正则 变换 的 充 要 条 件 (7. 33), 不 难 证 明 上 述 结论 , 详 见 本 章 参 考 文献 [ 3] 第 七 章 第 3 
节 。 上 述 正则 变换 是 册 函 数 S Ce QUO PELEAS ELEC BR S 为 生成 函数 ,显然 , 它 是 一 种 隐形 式 。 这 
种 隐形 式 的 生成 函数 共有 四 种 , 即 

(D85-—5SCp,Q, DO IER 

g-— —S, Qo. P-——SogGe Q0 

(0082S(p,P.D ,变换 为 


q=— S, p Pu), Q— SPD, Pu (7. 52) 
WSS ROD ERA 
p=S{g,Q1), P=— Salg, QE) (7. 53) 
(435 —St(q. PD ABB 
peSq.P.aD, Q=Sp(g P) (7. 54) 
这 四 种 正则 变换 的 乘 子 和 余 函 数 均 为 
& 一 1 R=5, (7. 55) 





按照 定理 2 的 构造 方式 ,不 存在 显 函 数 形式 的 生成 函数 ,下 一 节 将 介绍 从 另 一 途径 以 显 函 
数 形 式 表达 的 生成 函数 。 


7.3 显 函 数 梅 造 的 正则 变换 一 一 Lie 变换 


在 实际 竹 用 中 ,人 科 希 望 能 由 显 函 数 来 构造 正则 变换 。 凋 源 一 关 (Hori)5 和 德 普 里 (De- 
prit) 中 分 别 于 1966 年 和 1969 年 以 不 同方 式 把 李 (Lie}) 级 数 引进 正则 变换 理论 , 解 央 了 上 述 问 
题 。 由 于 他 们 都 轩 李 级 数 来 构造 正则 变换 ,因此 又 称 这 种 变换 为 Lie 变换 。 他 们 两 人 的 工作 在 
原理 上 是 一 致 的 ,结果 也 是 等 价 的 ,但 德 普 里 的 方法 用 起 来 显得 方便 些 ,又 与 本 章 要 介绍 的 内 

i27? 





容 有 一 定 的 连贯 性 ,因此 ,关于 这 一 内 容 , 就 以 德 善 里 的 方法 和 结果 为 基础 进行 介绍 。 
1. 作为 正则 变换 的 Lie 级 数 


关于 Lie 9t BUS BOE SC , 先 作 一 简单 介绍 。 若 F GODS n PREH zyza yzo 在 某 一 域 
B VI SEECRRLET PR RC DUE TE B. PEEE— P HO AL A U[ RCAICOREAR RC. SEARE 
TTD: 


D= 28 (7. 56) 
其 中 &z) 在 已 点 的 邻 域内 也 是 = zz ys 的 解析 图 数 ， 定 多 如 下 形式 的 级 数 
FG)— 2j ED'FG) (2. 57) 


此 级 数 就 称 为 Lie 级 数 。 其 中 
D'F(o)-—F(G) 


DF()-— Daw FE 
1 一 上 i 


DF Q) =D(DF(2)) 


amrhrt 





现在 回 到 实数 空间 。 在 相 空 间 z= ?| 中 讨论 问题 ,p,9 是 正则 共 固 变量 ,希望 建立 如 下 形 
式 的 正则 变换 ， 
p"pOoOQ.D. q—qgqG Qu) (7. 58) 
为 此 ,将 相应 的 微分 算 子 忆 改 为 Lw, 有 


Lef- Wi (7. 59) 
EFW, EA PIQISTOEISSOP.IQ EU n 维 向 量 ,Lwf BE E RRERTCW PUER BUE d 
Lie 导数 。(7. SDAA ONERE, REAS. 38080 C7. 390 
对 任何 实数 a, 和 任何 函数 PQO POET Lr 具有 下 列 一 些 性 质 ， 
zwkeF 二 BE) 一 amwr 直 PE 
Lyd = fLegt gl.ef (7. 60) 
Lwifig] = Iwfigl- i sLwg) 
LvyLw= Lw, 二 +LwLy 
其 中 V=V (PP, 外) 可 看 成 男 一 生成 函数 ,性 质 一 和 二 显然 成 立 。 而 后 两 性 质 利 用 沂 松 括 导 的 运 
算 规则 (7. 42) 式 立即 可 得 。 
Th 
Lrf =f 
Lvf-Lwf 
Lif—LweL.f) 
反复 运用 性 质 (7. 60) 式 中 的 前 三 式 , 则 对 任何 正 整 数 n 有 
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Ly (Gf 8g) ay f + BLYE | 


| 
LyCGg)— Y) d Ly ng 


OX mesa (7. 61) 
ín 1 
Liu S | | S ng) 
Osmin AE 
EET Lw 的 指数 函数 为 
exp leLw)—= 2; Eig (7. 622 
& 为 参数 。 由 (7. 61) 式 可 以 推出 如 下 关系 ， 
exp leLy) laf + Bg) = aexplelw) f + pexplelw)g 
expleLw)(fg)=lexplelLw)f] * [expteZs2g] (0.63) 
expleLw) [f 5g) — texp(eLa) fF sexp(eLu)g) 


fi UR Lie 级 数 的 定义 (7. 57) 式 的 形式 ,用 以 定义 相 空 间 已 ,@ 与 p,q 之 间 依 赖 -个 参数 
< 的 变换 , 即 


p—exp(Ly)P— > LIP 
n= 't* 


- (7. 64) 
q—exp oq 3 S15Q ` 
由 (7. 63) 式 中 的 第 三 式 可 得 
iPafil—expisLy) {P,P}=0 
{Pigi} —expCGeLo) ruaa (7. 65) 
(gjsqu) c expCeLy2 {QQ —0 
其 中 
Q, p" 
"im 地 (j k=] Bernan) (7. 662 
L, jk 


因此 ,由 (7. 640 5 RE. CLE ARES I] E B y — 5e S TE DI AE M MERET 1— 1, REC R=, 
在 变换 (7. 64) 下 ,对 尾 一 解析 函数 ftp,q) 有 
fp,q) =f (explelw)P .exp(GeLyQ) 
—exp(eLy) f CP QD (7. 67) 
不 难看 出 , 若 令 J-W, WE 
W(p,q) =W, Q e,.q.Qe)-expIGLWGP Qo WCG QD (7. 68) 


2. 作为 正则 变换 的 Lie 变换 


Eng WO. Qo ,对 任意 函数 ACE,Q,e) ,定义 算 子 av 的 运算 如 下 ， 


af 


Af Lef do (7. 69) 





类 似 算 子 Ly 的 性 质 , 有 
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Ay (f£ Bg) — aA, f Bag 
Ow (fg) FA g 3- gw f£ 

Ay(f sg) m Ue figi S Awe} 
Av dy 77 Ag Av E Low, AER, 


(4.70 





间 样 也 有 





Se ASA "Tg 


m=i 





Ay Ca fF Bg) ay f A BASE 
| (. 71) 
] 


Aul M | M SARI 
EB ECT. ar sit ed eR 
Eyf = >i Io PQO) | 


f* P,Q, D= [AVFG Qi]. 


C7. 72) 


与 (7. 63) 式 类 似 , 也 有 


Ey fE) = (Ew) s (Ewg) (7. 73) 
Ewi fig) — (Ev f A Eg) 
AMT Lie 级 数 定义 的 正则 变换 (7. 64) ,引进 


p=EwP= »E a 7,590 


DH 


(9. 74) 
q—EsQ— »E [2 09.0) 


XX BRE RE E] ELEC W CP QDE Lie T 同 梯 利 用 U. 73) 式 中 的 第 三 式 容 易 证 明 该 变换 
亦 是 完全 正则 变换 , 且 有 
fO qe) — (EwP, EwQ,e) 
—EwfCICP Qe) 


-DE ERD (7.75) 


3. Lie 变换 在 天 体力 学 中 的 应 用 形式 


由 Lie 变换 定义 的 正则 变换 (7, 74) dé iB ER UE RA 
p=p(P,Q,8), q—gG,Q,o 

TE H SOEUR RW CP.Q.e PIS AS BUECRISIET ES BUE SX AE ER SCp， 
QO E SES IE UIS , ELME- PRERIS 2633 BUE SR ,对 于 一 般 情 况 用 起 来 有 所 不 便 , 但 
对 和 于 某 些 问题 可 能 鲍 外 。 

在 天 体力 学 中 常 遇 到 的 生成 函数 WE, Q DA Hamilton 函数 f (pq. ,部 可 展 为 小 参 
pex IDE 

130 





WO QO) = 2; Sw.) C. 76) 


S 
fpr)= 2; E) (7.77) 


在 这 种 情况 下 ,将 能 给 出 变换 后 函数 了 表达 成 新 变量 PO 的 递 推 公式 , 即 解决 了 (7. 75) 式 中 
Ga e =O RRQ OEPHER. 为 此 , 记 


























了 一 (7. 78) 
FES 
Ly= 2 EL (7.79) 
u-ü nl 
Wf PRD =D 5:21. Lf, (7. 80) 
a=0 JR, m—0| pu 
首先 计算 Caw 让 ,oo, 有 
uf) Lf 21 
co e A n T gi 
-2 "TEE MILLE -l+ > G-—Di^ 
i 
= > £[2) Lonfant fva] 
n= HI mm-—01l»n 
E 
Af— 24 5 (QD 
如 一 由 n! 
UA (n2 0? 
a" n f 
AP 一 AQ 二 之 | |La: P,Q) (7. 81) 
m=i | ya 
于 是 得 
Gy f) PR,0) 
=fi (PQ)= TL 
一 方士 { 方 51) (T. 822 
BTE CARO eec 
Af 2) T pecu 
则 有 G0) 
ES n 
FOP, Q= geo Loa fO .Q) (7. 83) 
_ m-017H 
因此 得 


CA eom P,Q,0) 
= FPP, D= f/D EL FP 
= fih h tL fA tLf, 
= faH Wt ifo Wt fa WW) (1. 84) 
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对 任意 正 整 数 &, 记 
f= E fec. 
则 有 B 
Pd o | "| Luft a (T. 85) 


TRES 
(GA Due P CP.Q,O 
= P,Q = + C7. 86) 

(7. 85) 和 (7. 86) 式 就 是 所 需要 的 递 推 公 式 。 因 此 ,可 由 W 和 /关于 展开 式 系数 W,,; CP. 
QD. f RHA Lie 变换 后 f(p,q ORRERA EE PA 的 函数 TC PQDT eor 
式 的 系数 OPQ DD. 

HAEE. 85) 和 (7. 86) 式 用 于 Lie 变换 (7. 74) 式 ,其 中 pe 就 相当 于 请 数 f ,它们 分 
列 对 应 下 列 两 级 数 : 

fo=p 
os azl 


b 
f,—0. nzEl 





于 是 可 算出 变换 系数 PURI Qa, Bp 
Pm=P 
pO-LP 
poO-pPUOLLPD-LQPJIP (7. 87) 
P= PP HLPP = LP HLP Haa PHP 


TT 


4. EARE: 的 情况 


对 于 非 定常 的 Hamilton 系统 ,往往 所 涉及 的 正则 变换 亦 是 显 含 上 的 ,此 时 生成 函数 W= 
WIP, Q.e) 对 于 这 一 系统 ,Lie 变换 的 形式 仍 为 47. TOR, HERNES es B 


p-EQP— 5 sj unm 
" (7. 88) 

q—EyQ-— M EQ (P,Q,t,0) | 

函数 的 变换 关系 及 相应 系数 的 计算 仍 由 (7,75) 式 和 (7.86) 式 许 达 ,只 是 系数 显 含 1, 即 P9 CP, 

Q0), TREFA x 二 1, 余 函数 RR 的 计算 公式 为 


e a W 
RO.Q.0— 2; OS Ds 





=- 2 £go (1.89) 


2-1 Hl 
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其 中 展开 式 系 数 由 下 列 递 推 公式 求 出 : 
ROLSpOQNQa | 
W, 


S™i= | (7. 90) 
tjk 
S =s + 5| AS ,| 
1=0 J! 
县 体 写 到 RT 
gw 
Oral d 
RU x 
aw aw (7.91) 
t) 99 2 M 
R® = P cA x 2 
aW aw Q,0V. Mw 
a. 78 一 al 一 
R= Bg CBCy0otiLhUY) 





7.4 Zeipel 方法 


Zeipel 方法 是 针对 Hamilton 系统 建立 在 用 隐 应 数 定义 的 正则 变换 基础 上 的 一 种 变换 方 
法 ,其 特点 蚌 寻 找 一 个 特殊 的 生成 了 沙 数 5, 由 其 构造 一 正则 变换 ,使 变换 后 新 的 Hamilton PRA 
出 现 吓 够 的 循环 坐标 ,从 而 获得 该 系统 的 解 . 具 体 地 说 ,对 一 受 摄 二 体 问 题 ,者 引 用 德 洛 纳 变量 
(1G, 五 go 就 是 通过 上 述 正则 变换 ,使 相 庶 的 Hamilton gS tr SUR Log h 3x — T 78 
坐标 。 消 除 7( 这 基 快 变量 ) ,实质 上 就 是 分 离 出 短 周 期 项 ,而 消除 eccL A 它们 都 是 慢 变 其 ) ,就 
是 分 离 出 长 周期 项 ,新 系统 中 的 变量 只 有 长 期 变化 ,这 相当 于 平均 根 数 对 应 的 Hamilton 系统 . 
但 是 ,尽管 Zeipel 方法 早 在 1916 年 就 已 提出 ,但 对 于 大 多 数 自然 天 体 所 构成 的 受 摄 系统 ,引用 
此 方法 并 不 术 方 便 , 而 对 人 造 地 球 卫星 在 地 妹 非 球形 引力 摄 动 下 ,引用 该 方法 却 十 分 方便 ,这 
才 引 起 人 们 的 重视 ,并 使 这 一 方法 迅速 推广 ,扩大 了 应 用 范围 


1. 定常 Hamilton 系统 的 情况 
对 于 这 类 系统 ,以 中 心 天 体 的 遍 率 (J; 项 ) 摄 动 为 背景 ,介绍 Zeipel 方法 及 其 有 关 问 题 是 


比较 理想 的 ,这 还 可 以 和 第 三 章 的 平均 根 数 法 作 一 相应 的 对 比 。 
引用 德 洛 纳 变量 LGH, gh CT. 21: ,对 于 Ji 项 摄 动 ,相应 的 Hamilton 函数 为 





F-—F,-Fi (7. 92) 
其 中 
2 
Fd (7. 93) 
a;J 1,3H'.a4,3 H? a . 
Foe pL d PED 4 2 (1 GG Ycos2Cf +g? ] (7. 94) 





这 里 了 是 真 近 点 角 .。 下 不 最 舍 是 一 定常 Hamilton 系统 。 该 系统 对 应 的 正则 运动 方程 即 (7- 


23) 式 : 
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dL à3F di aF 





di a di — aL 
dG _ aF dg _ 8F 
di 3' dt oa 
AH OF dh oF 
d! 部 dt — 23H 





xx —Ir] gu D 4i T (83p55 bn A Zeipel 变换 的 任务 是 消除 和 gg。 为 了 消除 不 同性 质 的 变 
量 , 与 平均 根 数 法 一 样 , 需 将 下 分 解 成 不 同性 质 的 几 个 部 分 ,有 
FiF, aG HI HFL Gg) (7. 95) 
Hor FORI FAAR- Br ERRAT TEE — fS 8 BRORLT E AR EET 
变量 二, 即 对 时 间 * 2x FENE. 显然 ,F 性质 取 决 于 慢 变 量 g MOREE, FM F, 
即 第 三 章 中 的 RS R A 























P= I ES AQ Gy (7. 96) 
Fue EET LA C y Q6] BC eos f +g) (7. 97) 

其 中 
A2-l4$5, 8-ia-H (7. 98) 


下 面 分 两 步 来 分 别 消 除 LI g. 
0) 第 一 次 清除: 的 变换 一 一 分 离 短 周 期 项 


为 了 消除 L Zeipel 方法 采用 了 7. 2 中 给 出 的 隐形 式 的 生成 函数 所 构造 的 正则 变换 。 具 体 
地 说 即 第 四 种 形式 :So, 己 , 忆 , 相 应 的 正则 变换 为 


P x Q-2 
Lj i L' t 
$= ?| q—igi: P=|G' | Q— |g' (7. 99) 
H, h H' K 




















变换 的 余 函 数 基 9., 但 由 于 Hamilton gg SC 3-5RLIE B0 iz 2:57; RIS DLE T — ESL ERG 
Hamilton H €t Æ 


F'—F--—8S, (7. 100) 


对 于 J 项 摄 动 问题 ,F 不 显 含 :, 相 应 的 生成 函数 亦 可 取 S a P ,因此 有 4 一 0. 于 是 问题 
归结 为 寻找 


SQ/ ,G',H' pim tert ren 


C. i100) 
$,—O(e) l 
使 新 Hamilton 函数 F* 满足 
& 
us 
F'— 之 下 人) 十 2. GO GH M! ug (7. 102) 
n B 


F; =O) ,4 是正 整数 ,其 值 视 问题 的 需要 而 定 ,例如 一 阶 解 , 即 取 一 2。 
显然 S, 对 应 无 摄 部 分 .应 为 恒 等 变 换 , 即 
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S,—L'I--C'gd- H'h C7. 103) 




















而 下 又 不 含有 , 故 可 假定 
S,2SGIIG LB dun. j-7b2.- (7. 104) 
相应 的 正则 变换 为 
aS, as JS, as 
! 1 ÉL. 一 1 2 p... 
L=L +y cut Carta 
soen n r uL 899i, 898 (7. 105) 
GG Ca ag T kd E =gt a tae 
ds ds 
— i fo Il IR TI 
五 一 五 ， nn =h+ Fr | 


MERRE ERRE SGH bg IOS BES S: 显然 ,应 从 下 列 关系 中 来 确 

定 以 污 合 变量 表达 的 S, 即 
F'—FGCGG/'.G H' dog) GGO/ C LE! gH! agn) 
e A 
- ZF GIG gt F; GG LH! ug (T. 106) 

为 此 ,应 控 £—4, 药材, 将 F3 LGC GH'ERA 

FHF HFF +e 

- FLOAT Rc) a 


aL'' d 
aL a 


l1 FF, as, aS; | 2 
zap d X 7-9 
Pop f ar, a5, 95, 
HEF G „H gdt GG dg dg 
14F,,35, .2 LEE S y PF, 0 ,0 gaa 
Tram Oams "tarar a ag 5009 

Lee (7. 107) 
其 中 -六 表示 对 上 求 偏 导数 后 取 上 = ,其 它 表达 形式 类 和 似 , 不 表 一 一 说 明 , 该 式 各 部 分 均 已 表 
达成 LOGG H ,lg 的 函数 ,因而 由 此 确定 的 S 当然 是 混合 变量 的 函数 。 

只 需 讨 论 一 和 阶 和 解 , 即 可 将 变换 过 程 表达 清楚 ,因此 ,只 要 使 Fi ,FF Fi 达到 消除 ! 的 要 求 
即行 。 比 较 (7.107) 式 两 端 J: WERKA EII 


1 2F, (28, 
aL? 3 


+) 





Heee 








23; 
TE teot 




















Fi FS) (7. 108) 
aF 
Fi =F G, H' L0 O3 (7. 109) 
e aF, aSa, 1 FF 3Sa, Fi a5, GF, aS, 
于 是 由 C7. 93) 式 表达 的 记得 
i 
Fi = (.11D 
关于 一 阶 部 分 ,由 于 3, 是 待定 的 ,故人 7. 109) 式 可 分 成 两 个 部 分 ， 
2 
Ft—FU/! G HYS ERREG Ya (7.112) 
aF, 
orn tD (7,113?) 
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Bo. 113) 式 即 可 确定 $1, 即 


21 ,aF, 
q^ Py 
laid, H !ogyt 3 ! 
=n (A' KS) — CL /G!' )! ]-- B' C» cos2Cf' 4-g)) (7. 114) 





上 面 各 式 中 出 现 的 A B ARO. DAFP G H HRA GLH ductum Jie 包含 的 
LG ad fure + BE 

e =[1— C/T 
由 于 (7. 114) 式 是 5, 对 i 约 偏 导数 , 故 积分 该 式 时 ,各 量 之 间 的 转换 严格 地 满足 二 体 问题 的 荫 
数 关 系 。 积 分 得 





z iJ 
Si 一 E UI [CP —D esin] 
+B [sin Qf +28) sina? +e) +E sin Gf 220]! (7.115) 


ERE o RL TÉBÉO. 110) 式 分 成 两 个 部 分 BH 


14F,,35,.,  3F, a5, a5; 








F;- {5 a y tap Cx MG 针 hau C. 116) 
SF, as; 1 FF, ,Aad o2; F, o3) P, 35, 
AE tUa y tem } Ge ) (7.117) 


两 个 等 式 右 端的 括号 { — ): 和 1 ”); 分 别 表示 括号 内 各 项 的 不 含 快 变量 /的 部 分 ( 即 长 期 
利 长 周期 部 分 ) 和 含 i 的 部 分 ( 即 短 周期 部 分 )。 后 一 式 就 用 来 确定 S;, 方 法 与 确定 $, 相同 ,但 
对 于 一 阶 解 不 必 具 体 计 算 它 。 要 由 (9. 116)? 式 推出 PI 的 县 体 表达 式 , 即 消除 该 式 右 端 括 身 内 
含 了 的 项 ,那么 只 要 引用 第 一 章 求 平均 值 的 方法 即 可 。 经 计算 得 


& 4 F2 
CES È (5— ]8cos??' - Bcos*i 2(1—2*) 7^? 


+$ d 6cos'i J-9cos*i 3 (1—6?)7? 





Fi = 





2 (1— 2cos'r' — Teost (1 — e't) T 


+Š- 16cosii' + 15cos*i Je ^ (1—e 2)" vacos28g] (7.118) 





其 中 
.再 a d 3 6 i 
COS? nre * (l~e = (F7) (7.119) 


对 于 一 玲 解 而 寄 ,第 一 次 消除 :的 变换 已 完成 ,给 出 了 生成 末 数 SS 和 5,) 和 变换 后 的 

Hamilton 请 数 F", Ep 
E* =F LOHE E G HOHER FE GIG ,H' sg) 
但 是 ,由 于 变换 是 由 风范 数 构成 的 , 除 5S, 中 含有 原 变量 :和 g 外 ,F'* 仍 含有 原 变 量 g, 而 问题 
AEF 表示 成 新 变量 的 阔 数 ,构成 一 新 Hamilton 系统 。 要 达到 这 一 要 求 并 不 困难 ,因为 新 旧 
变量 之 间 的 差别 是 一 阶 周期 量 。 对 于 一 阶 解 而 言 ,将 ?中 的 g 直接 换 为 g 即行, 这 样 引起 的 
差别 为 三 阶 量 , 无 需 考虑 。 至 于 高 防 解 ,这 一 问题 同样 可 毫 无 困难 地 得 到 解 烘 ,将 在 后 面 第 (4) 
小 有 自 中 讨论 。 于 是 新 Hamilton 函数 可 写成 
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F° SFE UO HEFE G, HOH FG! G HO +F G MH sg) (7. 120) 
HP FAE FAAA FRE gU IO. DORE HF 即 由 (7.111) 和 (7. 
uA. 

将 SLCL G GH RA TRR REOG. 105) 式 , 即 可 得 出 用 新 变量 表达 旧 变 量 的 关系 式 。 
回 样 对 于 一 和 阶 解 ,关系 起 中 出 现 的 上 5 和 8& 直接 换 为 了 和 8 ,有 








=L + dit 1--&cos*i [C5 Ue) a] 
t 
-- 8(1—cos'i ) (5 Y'cos2 Cf" +g") (7.121) 
G-—G'4 AH costi )[e'cos C" -F 2g )--cos2 C" +g )+ mcos (3-22 2] 
(7.1222 
H-H' (7.123) 
2 
it EXP 12-3cos'i E (3 — Le sin 十 Tie Isin? f - Le *sin3/" | 


cF3Cl ecos OL — Desin2g’ + Re sinCf — 2g )— deže Hsin f 4-2g') 
+ c —g sin 2g )+ esin(sf +2g') ties 2g)] (7.120 


ii 
ga - EET a c seos CU —L) tesinf ] 





1 
— (3— 5cos?i' X5 sinz un HeH Esin 2g ) + Ssin(3f 25011 


tal, 
46 * 





4 is: c— L--kos'i [G S sinf 4- Se sin2f + He *sin3/f" | 


+3 cosy )[ — 3 sin2g + Ee sin(f —2g ) — G7 e Dsin C -2g^) 
CE due sin(3f E28 + S sin 42g ) Be sin Gf c2g 0] (7.125) 


hh 一 - eds cos?! LC —I 2 4-e sinf | 


-Msia eg )-- sin Cf Hg + ain 3f --2g'3]i (7.126) 

上 列 各 汇 新 旧 变 量 之 闻 的 着 别 , 即 一 阶 短 周期 项 oi? GO ,因此 ,新 变量 ,GG HI Pug LAT RH 
当 于 消除 短 周期 项 的 所 平均 根 数 ,可 统一 记 成 oz GO. 同样, 除 L002) 一 0 Por OA aA T 
一 些 性 质 取 决 于 慢 变 量 g' 的 长 周期 项 ,从 变换 角度 来 看 ,这 没有 任何 问题 。 

根据 上 述 讨论 不 难看 出 ER S, 时 , 按 二 体 问题 关系 积分 是 严格 的 ,由 它 求 出 “ 短 周期 项 ” 
也 就 无 需 经 过 “近似 ”处 理 , 对 高 阶 项 亦 如 此 。 这 从 数学 衣 度 来 看 , 比 第 三 章 介 绍 的 平均 根 数 法 
清楚 得 多 ,而 且 对 于 J 项 摄 动 问题 ,在 求 高 阶 解 时 也 无 需 展 成 平 近 点 关 上 的 三 角 级 数 。 

由 方程 (7.114) 求 S 时 ,可 以 根据 某 种 需要 增加 一 个 与 了 无关 的 任意 函数 ,对 最 后 所 需要 
的 原 变 量 ({L,G,H ,1,g ,让 ) 的 解 和 没有 影响 ,关于 这 一 点 ,将 留 给 读者 作为 一 道 习 题 去 讨论 ， 

(2) 第 二 次 消除 g' 的 变换 一 一 分 离 长 周期 项 

与 第 一 次 消除 | 的 变换 类 似 , 即 寻找 下 列 形 式 的 生成 唤 数 : 
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SILGA H" Pg! A = TES? be] Te) 

















Si =L"! -G'g! + HR l (7.127) 
S: Ole) | 
使 新 Hamiiton p& fir F * * 满足 
È 
FUA SF; (L! G", H+ > F; * (L^ .G", H",g! )) 
rr prx | (7. 128) 
Fi*-0Qn 
iL, G", H", PN 8g" 下 "是 新 变量 。 针对 (7 př 出 的 F* ,可 以 假定 
S; 一人， (7. 128) 
相应 的 正则 变换 为 
dS! aS 
E D "mo 1 SA La. 
了 一 二 ， 了 z 十 vt ap | 
Gu 8 25; te "= gu: 二 (7.130) 
T7 Ig , LA 7d E FE x» ru . 
1 H ! aSr a5; | 
H =H , h"=h + 3p 3d" 7 


与 确定 SC C, H ,ig 和) 的 方法 类 似 ,应 从 下 列 关 系 中 来 确定 S AGH" dag 
A) BP 
F' EI =F* (L,G GL",.G",H",g'), H",g) 


È 
= DFi G", H+ 2 FUB Sg) (7.131) 
j=% FREE] 


按 E 一 ,六 的 得 ,将 F'xt LG", 五 "展开 ,得 
Fo tr HE TF 




















一 m ul Hoy " uh T 3 12 FI ai ass 2 
Fé (LOHE (LH E a DE 2 3 Cal Ve Qe 
aF; 
二 Fy (^, a H" gH x Eos Te (T. 132) 
比较 该 式 两 端 J; WERKE, RIG 
=F (7.133) 
Fi =F? T H” (7. 134) 
Fit Ts A LEE CL" ,G", H", g) l (7.135) 
于 是 由 (7. 111) 和 (7. 110 Pise HN Fear 得 
FI -次 (7.136) 
"P 2 stai, L” 34" 
Fi — PH (Fm? A 
_ tad, 1 3H” 
一 2 ? Tage) C. 137) 


同样 可 将 (7. 135) 式 分 成 两 部 分 ， 
Fi —FRGPAG"H" 
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ac 


一 18cos F5cos'i) (1 767) 777 


t3 6cos' i" --9cos*i) (1 e)? 








— 1S (1 — 2eos?;"— 7cos*i ) (1— 21) 71] (7. 1382 
o= )-)-F& G/'.G" H", g") 
后 一 式 即 用 来 确定 S7 , 即 
asi 2,4, FI 
3g =F} x) 
VA Ft 和 下 代入 积分 得 
. "ni a M. " gn nm " ， í 
5, —— t (1-7 16cos*" - 15cos*£ 2 (1 —5cos*i"). 'sin2g (7. 139) 


其 中 人 1 一 5cos2 7 ' BST HL LE pa 


aF? iJ . 
ay 一 MS (1— 5cos^i^) 





= 一 “就 是 gr 的 一 阶 长 期 项 系数 , 邵 第 三 章 中 给 出 的 w ,临界 角 问 题 就 由 











此 产生 。 
到 此 ,在 一 阶 意 义 下 ,第 二 次 消除 e 的 变换 已 完成 ,给 出 了 生成 通 数 3 CS; 和 SY } 和 变换 
后 的 新 Hamilton M% F**, E 
F'ED Gn HET L,G", H) +F} (LG",H") C7. 140) 
其 中 丽人 分 别 由 (7.136).(7.137?.(7.138) 三 起 表达 。 与 第 一 次 变换 类 似 ,在 一 阶 
意义 下 ,5S7 (L",G",H",g') 中 的 g TARER e" TERE St 代 和 人 (7.130) 式 , 即 得 新 旧 
FER AER: 





L =L" (7. 141) 

G' =6G"— Ede " (1— 16cos*z" -- 15cos*7) (1 — 5cos?;") ^ !cos2g" (7.142) 

H' =H" (7. 143) 

t= 六 十 Mr 1--16cos?i"--15cos*;") (1 — 5cos*;") "!sin2g" C7. 144) 
g'—g'— ana ((1— 5c0s7;) 7! (ad t) — (16-- 18e" cos? ;" J- a5— 33 ycosti"] 

T 1 -- e "?[C€— 200e^5cos*i" Dsin2g" (7. 145) 

=h"— ie " 08i" [ Ck — 5cos*i") 1 (114-25c0877'2 | (1— 5cos?i") T ( — 200cos*i^ |sin2g" 
(T. 146) 


上 列 各 式 新 旧 变 量 之 间 的 差别 , 即 一 阶 长 周期 项 of? (G2), 因此 ,新 变量 LG", EHI" g" REOR 
当 于 消除 全 部 周期 项 的 平均 根 数 , 可 统一 记 成 o, 
(3) 报 动 解 
经 过 两 次 变换 给 出 的 到 “出 现 了 三 个 循环 坐标 ,于 是 有 三 个 积分 : 
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L'—-Li | 
人 一 Cg (T. 147) 

















o | 
mg 
而 别 三 个 变量 的 解 可 直接 写 出 , 即 
r4 an YXu—&) | 
JF* 
g'—got( Xs -) N (7. 1482 
=h; ROCA — to? 
Re C po Cost 5 VEE LC", HH' 的 函数 ,当然 也 是 常数 , 凤 长 期 项 系数 。 具 
BACH 
-E p n bias Gy — 1 2-3cos*i) 
Hiart) G ipea 60cos*;" -- 1 30cos*7) 
+e” (— 25 4- 90cos?i" — 25cos 4 Gas 90cos^" 4- 144cos*:) ]} (7. 142) 
T Y =n" {pai Ja Gag) C7 1-- 8cos'i?) 
-FGéaiJ, Y Gases) LC- 10— 36cos*i" t 430cos*:) 
He” (—25 4- 126cos"i" — 45cos*i^) -+ D (24--192cos^;"--360cos'?0 D (7.150) 
-Er =n" p iJ 一 z cosi) 
二 GéaiJ; Gzegscosi! "M (4— 40cos*70 4-2^ (— 9 J-5cos ^i) 
+ (G5)(12— 36cos*:) ]) (7. 151) 
其 中 
2 2 
"fn = fn (1.152) 


EXEC. 147) C7. 148) 两 式 即 平均 根 数 mG) 的 解 ,积分 常数 Lo Go Hio Do gio hs RETE VI 

THR ol TERTE 上 ,G6G ,上 ,1,g,h( 统 一 记 成 o) 的 解 可 由 变换 关系 来 确定 , 即 
eG) - o! +a Q2) 
= (t) ai? G) toi? E) (7.153) 

Arp oi Gf of CO BB CT. 12 — CI. 1260 AMC. 14D —- C7. 146) 式 中 相应 前 项 表达 。 在 
计算 中 有 关 初 始 平 均 根 数 LO G8» H8 d gu ,hs 的 处 理 , 与 第 三 章 中 有 关 的 处 理 方法 相同 ,不 再 
重复 说 明 。 

关于 J; 项 的 摄 动 解 , 平 均 根 数 法 与 Zeiple 方法 都 是 将 摄 动 变化 部 分 分 成 长 期 项 .长 周期 
项 和 短 周 期 项 三 个 部 分 ,因此 ,结果 是 应 该 相同 前 。 但 是 ,在 长 .得 周 期 项 中 分 别 出 现 一 些 “ 差 
别 ? 也 是 本 能 的 ,例如 
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J DE 
g? =o Cr gsin'isinte 


BD = MP-TO-A H i <1 ~e sin*isin2e 


gi Sa LODS Š sin'isin2u 

H?—MP'— OG V/1-— e'sinisinw 
显然 ,上 述 “ 差 别 " 只 是 一 个 表面 现象 , 即 部 分 长 局 期 项 出 现 的 位 置 不 一 样 ,而 对 整个 解 是 一 致 
的 。 另 外 ,在 二 阶 长 期 项 中 ,ti 和 M 在 形式 上 亦 有 一 -点 差别 ,这 是 由 于 两 者 计算 时 分 别 用 到 的 
系数 no FH ns 相差 一 个 二 阶 常数 项 所 造成 ,具体 形式 不 绸 写 出 。 

最 后 说 明 一 点 ,从 前 面 两 次 变换 过 程 来 看 ,消除 7 积 的 变换 也 可 以 一 次 进行 ,请 见 本 章 
参考 文献 {f7], 但 最 后 还 是 要 将 长 短 周 期 项 分 开 , 并 无 实质 性 差别 ,也 没有 带 来 什么 方便 ,本 章 
参考 文献 [8] 兽 作 过 详细 比较 。 

(4) 高 阶 和解 的 建立 0 

从 前 面 的 变换 过 程 来 看 ,用 Zeipel 方法 建立 高 阶 解 (二 阶 以 上 ,并 无 原则 图 难 。 但 由 于 用 
TRASU IG LH bg AO S' QS G" H'"ST sg! ORBE EMER AEAEE 
混合 变量 的 形式 ( 即 隐 函 数 形式 ) ,涉及 到 变量 的 另 一 种 转换 。 下 面 针 对 构造 7; 项 摄 动 的 二 
解 来 说 明 这 一 问题 ， 

第 一 次 消除 二 的 变换 如 下 : 

ERAR S AME F A LL G ,于 的 展开 式 仍 由 (7. 101) 和 (7. 107) 式 表达 。 对 于 二 阶 
解 ,需要 确定 Si 积 S: 以 及 相应 的 Fi ,FI? ,Fz 和 下? ,其 中 确定 S143; 以 及 Fi FiFi 的 表达 
式 同 前 ,而 由 (7. 107) 式 给 出 及 部 分 为 


Fs = Gm 56b 














FF, as, aF, aS 
iz EET i GO 


INA ERG | aas Ca D 
用 Zeipel 方法 给 出 的 结果 为 

E! =F; DF: GIG HF LG Hg) Fi GG Ha CT. 155) 
TIME FI 中 的 & TERR g', 而 FI 中 的 g AR e EEFE: 


Fi G/ GS Hg) - Fi (LG LI (一 车) (7.156) 


其 中 增加 的 - -项 可 分 成 两 个 部 分 , 即 


p ( 








ha (7.154) 


25: 251) 


x) 





EE Tio { uH ( 
第 一 部 分 并 人 Fi rnm EHE ERES S, 中 有 用 。 因 此 ,经 处 理 后 的 F^ 完全 
符合 要 求 , 换 变量 并 未 给 Zeipel 方法 带 来 实质 性 困难 。 至 于 生成 函数 的 问题 ,5s 部 分 建立 的 变 
挽 关系 中 ,! 和 sg 可 直接 换 成 /' 和 和 g'; 而 在 S, 建立 的 变换 关系 中 ,尽管 1 和 g 不 再 能 直接 换 成 
CA g , 亦 容易 解决 该 问题 。 以 工 和 为 例 ;类 似 于 对 FF; 的 处 理 , 有 
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a8; GL GO ,H' M'.g'). E GEH g) 
T 














L=} + 3 E 
HS, 35, , 4S5, , 3$, i 
Harz. 3p? | agat 7? C0. 157) 
jog AL GI Ma!) BaL GO Lug 
B a at! 
JS, i dS, , 3S, . 
3 ap ap? apap" FE ET. 158) 


对 于 其 它 四 全 变量 的 变换 关系 有 火 似 的 表达 式 , 回 题 全 部 解决 
第 二 次 消除 名 的 变换 如 下 : 
与 前 面 求 一 阶 解 过 程 相 同 , 只 是 生成 函数 S 和 相应 的 Hamilton eg Ex 天 "应 增加 Sz 和 
Fi 部分。 根据 展开 式 (7. 132) 可 给 出 

















FP = oM ) 十 ; uu OO S c )EF; GIG H"Sg!) (7. 1583 

这 同样 可 分 成 两 人 部 分 , 即 
2d an d Eu em »ERFRQOSG C. 160) 
-0 R",g) (7.161) 





由 后 一 式 确定 的 S; 与 SY 类 似 ,都 是 混合 变量 的 函数 , 即 

Sr =87 UG” H", g) 

Si =S (LG H", g) 
因此 ,由 S "确定 的 新 旧 变 量 之 间 的 关系 中 有 变量 转换 问题 ,与 第 一 次 消除 ! 的 变换 类 似 ,这 也 
容易 处 理 。 以 G' 和 eC UU 











as; CG H".g") aS; (L,G, H", g") 
Th | 1 3, 
G=G T dg" 十 dg" 
s cS (7. 162) 
oon aS? C(L",C" , H", g9) as; CL" ,G", H", g") 
=g ac" 一 aG* 
PS: : 
aC A (7. 1632 


对 其 它 变量 亦 如 此 。 
共 两 次 变换 中 处 理 混 合 变量 的 过 程 来 看 ,尽管 Zeipel 方法 是 引用 隐 范 数 定义 的 正则 变 
换 ,但 就 应 用 而 言 ,不 会 给 构造 小 参数 靠 级 数 解 带 来 原则 性 困难 ,具体 实现 混合 变量 的 转换 也 
并 不 麻烦 。 整 全 消 除 角 坐标 的 变换 过 程 都 是 由 低 阶 项 确定 高 阶 项 ,形成 一 个 有 效 的 递 推 过 程 。 
显然 , 若 原 Hamilton 函数 下 存在 FaF: 等 高 阶 项 , 亦 无 妨 ,只 是 要 求 
F,-—0 
FUTERKA X 5E EHEUBGREEPEGROR ST. 








2, 非 定常 Hamilton 系统 的 情况 














在 受 捍 二 栖 问 题 中 ,如 存在 第 三 体 摄 动 , 则 相应 的 Hamilton AR SS I t EGRE EU f 
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AEBEA 有 关 。 为 了 便于 问题 的 表达 ,不妨 假定 显 售 上 的 部 分 为 二 阶 基 , 即 


FSF HFE UG HOHE Gs Hg hona) (7. 164) 
读者 可 以 从 下 面 的 讨论 过 程 中 看 出 ,即使 显 含 :的 部 分 为 - 阶 量 亦 无 妨 ,只 要 满足 条 件 
Fu=0 


即行 。 下 面 分 两 种 情况 考虑 , 即 

(1) 摄 动 天 体 的 平 运动 速度 =. 与 运动 天 体 的 平 运动 速度 接近 , 即 与 相当, 皆 为 快 变 
E. 

(Dad 5j gh W, ERER ETL ARR n Je SERE HERI POREH 
B. 

对 于 第 … 种 情况 , GER RER DLE ZR ER s] PULLS B EE, WREE 4. 1。 此 时 F: 
一 Fy' 不 妨 写 成 下 列 形 式 : 

FaSt AU, G, H cosit Rag tiA bana) (7.164? 

EHP 4,£,,£,, k= 0, 3-1, 2, H lel 410. 


在 第 一 次 消除 的 变换 中 ABUSE 9 C7. 117) 式 右 端 将 增加 两 项 , 即 F 和 (一 32), 有 

















aF, ,aS 1 &F,,45, (LP. a$,, | 9F, 2$, 
0 一 ap Ca Oc ia a ) "3p ZR 363 E 
HALL .GH ME: (7. 165) 
这 是 一 阶 线性 偏 微 分 方程 ,可 将 S. 分 成 两 个 部 分 , 即 
S= St IG LH! dag) Sa GH MH og. hu (7.166) 
有 
_ again 1 &4F, a5, ISi, a5, 
=F C ) 一 Urn a mo AO. C7. 167) 
AF, aS; 2 t t i 
-Se PACIL ,G' H cos (Rit hug Hah tH kand) (7. 168) 


第 一 个 方程 确定 Ss 郧 前 页 已 讨论 过 欧 5;; 而 增加 的 S, di CT. 168) 式 确定 ,该 方程 可 写成 下 
FE. 








n Bay Ba ? ACL' ,G' ,H' cos (Ge LT bug d Eh bann) (7. 169) 
其 中 
n! =p (7.170) 
此 方程 的 解 窜 易 给 出 , 即 
2 F ij t 
$,—*5 A H ) in Hog tki TEE (7. 171) 
1 ite 
出 (7.154) 式 可 知 ,这 将 使 Fr 增加 下 列 三 项 ; 
JE, AS | 2F, 28s Sy 
pg ( ?二 Xy dg EU )ha 


因此 ,问题 并 不 复杂 ;可 以 顺利 得 到 解决 。 
对 于 第 二 种 情况 , 因 nac 是 慢 变 其 ,不 妨 将 相应 的 写成 下 列 形式 ; 
143 





Fs—F, LG Hl gh tt FT ,HH' ghat) 
Fa =AL G ,H' Ycostkil + kag FR Ent) | 
Fas éB ,0H' Yosth ge jh + jind), js] 
其 中 对 F KERET ETE ERRER T.i REEL Ep 8939) 990 Ug C7. 17 D SOR 
的 Sz 右 端 分 母 中 的 rn, Pf E. A FEER Fy IG H g h DI pie. 
根据 (7.172) 的 第 三 式 可 知 ,在 第 一 次 变换 后 ,F; 中 增加 一 项 AF BI 


(7. 172) 











AF; GE 4G E E m :eB GI ) J)cosCh g' + jk T- june (7. 1733 
Bit t EHE 2558 ERP, aig Sr 时 ,相应 的 方程 变 为 
aF; as; aSr * Hoyo H F 
= 07 æ T LRL) Cx ^ PO IG ‘H T, 
HEB” G” H oshe + ELA + hana) (7. 174) 
同样 将 S 分 成 两 部 分 , 即 
St —SRG".G",H"ig' ) --5j CL", G", H" g" shlat) (7. 175) 
有 
o- Dra aL", G", H",g') (7. 1760 
0 一 zr UO Cx SIM CE e& BO" G”, H")cosCfg! t jak + jnt) (7. 177) 


第 一 个 方程 确定 58% 即 前 面 定常 情况 中 已 讨论 过 的 ST ,而 确定 SADE. 1777 可 表示 成 下 
列 形式 ， 





ng Tn en LER =6 BL", G", Host jg! d- EA + ana) (7. 1783 
其 中 
nn n=- (7.179) 
应 的 解 也 容易 得 到 , 即 
EBU, G" B) Ug pA T and) (7. 180) 


91 一 一 - - 
i An And fun, 


由 (7.159) 式 可 知 ,这 将 使 ”和 S2 增加 一 些 与 85 有 关 的 项 ,这 里 不 再 列 出 .因此 ,问题 亦 同 
样 得 到 解决 。 

根据 以 上 讨论 可 以 看 出 ,在 一 般 情况 下 ,引用 Zeipel 方法 给 出 准 到 Ce) 阶 的 摄 动 解 并 无 
实质 性 困难 。 但 是 ,对 于 自燃 天 杠 的 运动 ,其 相应 的 Hamilton A F EARRA ER L 
姓 运动 那样 ,清楚 地 分 成 ,FF 上 只 有 所 和 FD) Fs 一 OC(#D) ,7 一 0,1,2,*…, 引 用 Zeipel 
方法 有 些 不 便 。 这 就 是 该 方法 于 1916 年 提出 后 ,并 未 立即 引起 重视 的 原因 。 


7.5 Hori-Deprit 方法 


尽管 对 于 一 般 受 摄 二 体 问 题 , 仅 存在 保守 力 摄 项 时 (当然 ,要 满 尽 某 种 条 件 ,前面 已 提 过 )， 
引用 Zeipel 方法 并 无 实质 性 困难 ,但 毕竟 是 隐形 式 的 变换 ,有 个 换 变量 问题 ,这 是 一 缺陷 。 因 
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此 引用 以 显 形 式 的 生成 函数 定义 的 正则 变换 ( 即 前 面 7. 3 中 介绍 的 Lie 变换 ?似乎 势 在 必然 ， 
我 们 不 妨 称 其 为 Hori-Deprit 方法 。 
[MEL DE ODE AR E EE 9| 25 Grp d) ,7; 项 摄 动 为 背景 来 介绍 Lie 变换 应 用 的 具体 过 程 ,这 
是 一 定常 Hamilton 系统 。 宝 于 非 定常 情况 ,并 无 实质 性 差别 ,情况 与 Zeipel 方法 的 处 理 燃 似 。 
基本 变量 即 德 洛 纳 变 量 了 上 ,G ,五 ,gg 分 别 记 作 志 和 和 9, 相应 的 Hamilton 函数 即 前 面 的 
(7. 920 — CT. 94) 式 ,但 写法 稍 有 不 同 , 这 里 的 形式 为 





F=F +J E C7. 181? 
E 
F,- n (T. 182) 
FEE ACE YER ycos2(f/4-)] (7.183) 
17 2]. r- Fr Os Eg a 
Bl eJ, pid. BTE REESE RIS E FADE X; 
H 
WERD CWCG QW OQ) + FWP QUY (7. 184) 


iE PARAE LG LHP ug! M. Lie 变换 的 形式 已 在 前 面 7. 3 中 给 出 , 见 (7. 74) 式 
HO. 87) 式 , 即 


Je 
p—EyP-—PO-LJ,PU-LEL pu... 
a 2 (1.185) 


2 
q= EQ =O 1 QU ig e 


其 中 
p-P 





(7. 186) 











saw ian 


(7.187) 
aW; 
aP 


Wa 
aP ' 





Q= SR t EW.) 


II 


理解 为 三 维 列 向 量 , 即 
aw, 
ap 

av, (Ow. 

aP ac | ” 
W, 

aH 


AW, Wg 


Hg Rail 








(7. 188) 


BE 
&[ &|E «x 








变换 后 的 新 Hamilton 函数 为 
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FPCP,Q,e 一 2; SP"P,Q,0) (7. 189) 


其 中 
F? =F (P,Q) 
FUOLILFQPIQUHITFQ.QO (7. 1900 
FO SLEP OHF, QOLF PQO FPQ) 

这 里 


FP -FRI 





DE (7. 191) 
一 次 消除 的 变换 过 程 


显然 可 假定 生成 函数 丈 一 多 (7 G GH 2 ug 56), 于 是 变换 关系 (7. 185) 的 具体 形式 为 


W 
L= pom * { 一 JT 
ay ; av . 
G=G' HJ, A 7 g—g m], ap (7. 192) 
H-H', heh J 
恋 换 后 的 新 Hamilton 一 数 为 


Z 
F =F} +J Fr +r; Te 
ATIE F =F G GB go BE DISC. 190? 式 有 


Fi =F, d (7.193) 
Fi —FQG/,QG' ,H')— EA (7, 194) 
O= LFL HE Re H TU Mg? (7. 195) 

Fz =L (Fo +2L F j 
= [HF tE Wit a (7. 196) 
O= LaF (LO LU, HFa With (7. 197) 

因 
aF, aW. 

LFU» apa a^ (7. 198) 


于 是 由 (7, IDARE W 的 计算 与 Zeipel 方法 中 计算 S, 的 积分 形式 完 全 相同 ,; 仅 差 一 个 系 
BIEI e BARTEN E e ;有 


W = CLA! [CP — 2 0-- e sinf* ] 


Ts 
HB [Esin 2) Tint? cg) H sin 28 0) (7. 199) 
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对 于 一 阶 解 , 剩 下 的 只 是 计算 47. 195) 式 右 端 项 , 即 
AF HF OOM, XF FW, 





(Fit FW = 





E 3 a aL 
KE AF AAW, KEEF) W, 
+ a dg dg' FE) CT. 200) 
同样 用 第 一 章 中 求 平 均值 的 方法 , 即 可 给 出 [天 十 局 GW oitti 
Fi 一 - URL (5 —18cosr' + 5cog'z ) (1 —2 7) 7? 


3. —6cos'i! +908) 1 2) 3 
15 24 "n ELEI: 
= ga (ln 2cos i —Tcos'i! l-e) 


+2 (1—16c0os?;' T 15eos'? je Q — e?) "V"! cos2g ] (7. 201) 





显然 , 它 与 Zeipel 方法 给 出 的 FT 相差 一 个 学 的 因子 , 见 (7. 118) 式 ,但 这 里 F7. 包含 的 g 已 是 
g. DIEZ H 
F'Q/,G ,H',g ) SFE ULO HAJ Ft "G, H") tir; CLG Hg ) + (T. 2023 
第 二 次 消除 units 
同样 将 新 变量 记 作 7,G”,H",1",8",h", 生 成 函数 和 变换 后 的 新 Hamilton 函数 分 别 记 作 
WF. 显然 可 以 假定 信 " CW* C'H" gio ,相应 的 变换 关系 为 
MM 


G' -G'4-J, a gg, A (7. 203) 


一 L" , — 一 六 一 


; aW; 
H' =H", h =h" eda J e re ] 


新 Hamilton ej Xi X 
2 
p'—EY tPF ee (7. 204) 
其 中 的 系数 FEO, EO F”, eah FIARE: 
FO=F: CL" 
FU-—LFQ--CFIQU.G",H") 


(7. 205) 
FO LE DF) +2LF! +F; L",G' H" g") 
因 假 定 W; PATER 
L,Fy-—0, n=}, 2. 

由 此 可 得 消除 e By FC 和 确定 W' B X AS 
PUER (1. 208) 
"n Hn H A” n 
Fr'*-Fr'üL JG GHI) 一 (C. 207) 


FiI'—FLOPÓQG"QH? 

















fal -3 Ph pn mue o3 Pu au mey- 
—$p-35 6 18cos'i 十 5eos (1 e) 7 A (1— 8cos7;" Ocost 0 €1--27) 7 
Ba 20087" — Feos (1 — e") 771 (7. 208) 
F; W; ， 
0 一 2 5556 gg) TEANG’ H" g") (7. 209) 


(7.209) 式 即 用 来 确定 Wr ,有 











。 Y]. aF; " 
Wt; 一 | EX a/(C— xs 
Ea "m 24 125 - Bux ee " 
=m gae d 16cos*;" 4-15cos 270 (1— 5cos’i’) sin?2g (7. 2100 


这 与 Zeipel 方法 给 出 的 S; 相同 ,只 是 系数 7; 已 提出 ,日 g' 已 是 g'。 

到 此 ,两 次 变换 完成 ,将 仇 | 和 W 分 别 代 入 变换 关系 (7.192} 和 {7, 203) 式 , 即 得 一 阶 短 
周期 项 a?) 和 一 阶 长 周期 项 oi?(1)。 最 后 ,平均 根 数 ”o" 的 解 由 古 G HO IB 5 
Zeipel 方法 得 到 的 结果 完全 相同 ,这 里 不 理 重 复 列 出 。 

根据 上 述 过 程 可 以 看 出 ,其 明显 的 优点 是 变换 为 显 函 数 形式 ,而 级 数 展开 的 各 次 矢 的 系数 
有 规则 的 递 推 关 系 , 便 子 机 器 运算 , 即 利 町 计算 机 推导 摄 动 解 (通常 要 求 展 成 平 近 点 前 l 的 二 
角 级 数 ,否则 计算 机 推导 不 太 方 便 )。 但 是 ,就 具体 应 用 而 言 ,对 构造 一 阶 或 二 阶 摄 动 解 ,尽管 
Zeipel 方法 有 新 旧 变 量 的 转换 问题 , 却 仍 比 Lie 变换 稍为 简单 些 , 即 中 间 推 好 这 程 的 运算 涉 皮 
的 项 数 比 Lie 变换 少 , 读 者 仔细 比较 一 下 是 不 难得 出 这 一 结论 的 ,当然 . 亦 可 分 别 采 用 两 种 变 
换 先 后 消除 (和 g 来 构造 级 数 解 下。 至 于 非 定常 系统 问题 ,处 理 方 法 与 Zeipel 方法 类 似 , 没 有 
任何 困难。 











7.6 通 约 奇 点 问题 


根据 前 面 两 告 的 结果 可 以 看 出 ,小 e 小; 问题 和 通 约 问题 依然 存在 。 前 者 见解 中 oC) 和 
oj 的 义 达 式 , 而 后 者 见 生成 函数 S SRW W 以 及 非 定常 情况 下 的 Sues ,关于 小 < 
小 i 问题 , 它 仍然 是 变量 选择 问题 , 即 三 个 角 变 量 !,g, 就 是 椭 贺 轨道 根 数 Moos. 因此 ,只 
要 改 用 无 奇 点 正则 共 轨 变 景 , 仍 引用 Zeipel 方法 或 Hori-Deprit 方法 即 可 解决 此 问题 , 详 见 本 
章 参 考 文献 [10]。 关 于 通 约 奇 点 问题 ,尽管 前 面 第 六 章 中 已 作 了 初步 讨论 ,给 出 了 这 类 奇 点 对 
应 的 运动 特征 一 -~ 轨道 共振 的 天 平 动 现象 ,并 在 此 基础 上 又 给 出 了 消除 这 类 奇 点 的 拟 平均 根 
数 法 .但 这 里 将 从 变换 方法 的 角度 来 讨论 该 问题 还 是 有 必要 的 , 它 可 以 使 读者 对 通 约 奇 点 问题 
有 更 清楚 的 认识 。 





1. 通 约 问题 的 Hamilton 系统 


根据 前 面 两 节 的 讨论 ,对 于 定常 情况 ,如 J, 项 摄 动 ,消除 快 变量 /后 的 Hamilton 函数 为 
F'LFQU/DVEFI (LO HO HE AG HO HFA DL SG H'cos2g' (7. 21D 
为 了 讨论 方便 ,这 里 将 原 Fo PH cos2g' 单独 提 了 出 来 : 老 同 时 考虑 中 心 天 体 非 球形 部 分 的 
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项 摄 动 , 严 仍 保持 上 述 形式 ,对 于 非 定 常情 况 , 如 中 心 天 体 非 球形 部 分 的 7:.: 项 摄 动 或 第 一 体 
摄 动 , 当 同 时 考虑 UJ. 项 摄 动 时 , 若 在 第 一 次 变换 消除 快 变量 上 的 同时 ,将 单独 以 慢 变 量 g 和 
形式 出 现 的 长 周期 项 也 消除 掉 , 仅 保留 主要 通 约 项 , 则 有 

FSF; OHF; GGH HEEL GGH’) 


FEC G's H' eos? igl — pi t pp) (7. 212) 
其 中 g—(g! Fh! 2 — Gr d AO ge h 是 摄 动 天 体 对 应 的 三 个 角 变 量 , 有 
E= n t — to) (7,213) 
ATRE RERS 40, FZ BD EEG 2008,55 R A 
qn' — pn,"«0] £7.21 
ws | 


p fq JE REX p/a 是 相应 的 通 约 比 ,例如 对 于 Ju RESU CB. pq 1. 这 里 到 cos2 (GI — pt, 
c ADHERES T 5C.21DXHBJ cos2g' 对 应 , 若 主 要 通 约 项 是 cos? lgl — pl. + pR RIE 
式 , 亦 可 以 使 两 瑚 统一 ,只 要 对 (7.2311) 式 相应 的 系统 作 简 单 的 正则 变换 即 可 ,该 变换 为 
Gr-lc , g'— 2g 

对 于 前 一 种 情况 , 通 约 现象 表现 在 3F; /30" — 0, BE 1 一 5cos 纪 一 0, 这 就 是 临界 和 角 问 题 ,而 
B Erit eo iu — P. 对 于 这 两 种 情况 , 按 上 两 节 的 变换 方法 构造 小 参数 s HRAN 
解 时 , 均 出 现 如 上 小 分 母 ,下 面 将 进一步 讨论 该 向 题 。 

上 述 两 种 通 约 情况 都 可 以 简化 为 一 个 自由 度 系统 , 而 且 相 应 欧 ' 还 可 以 写成 同一 形式 。 
对 于 第 一 种 情况 ,有 两 个 循环 坐标 和 ,因此 存在 两 个 积分 , 即 





L-L. H'—H', 
于 是 简化 成 一 个 自由 度 (C' ua ?系统 ， 
E'G g =F} (GO T FZ (G0 T Fá (G0cos2g (7. 215) 
RCO. DRR R8 Fo OCRE. Ere e WEA. E 
y-G, t=g (7.216) 
则 上 述 请 " 可 写成 下 列 形式 : 
Eyr) =A tA Cy)?cos2 7.217) 
其 中 
AGO FI Cy) + FZ ^ (7. 218) 
Ay) — Fy ty) 
有 
tA |/ |A| -O0CO (7. 219) 
RE asd. 
对 于 第 二 种 情况 ,引进 下 列 正则 共 匈 变量 ， 
L'—L fq, ["— (gl — ptp 
CG pL", gg | (7. 220) 
H"=H'—PL",  k'"=h' 


相应 的 Hamilton e&t (1129. EF" ) 变 为 
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下 = Fg (LOHE L G” HEHE U G H F p LG", H” )eos i 
„o n (7. 221) 
F; Og pede | 

JF; "n H i "n 2 r L 一 -| f 
通 约 现象 则 表现 在 二 “=0, 即 gn — pn.—0.n uq “一 和 这 - -新 系统 同样 有 两 个 循 


HEER g A A" EERDER: 





G"- C^, H'—H" 
网 此 ,该 系统 亦 可 简化 成 一 个 日 由 度 (7 IO IEEE 
而 站 一 百人 十 下 CYP LO Eg Lcos?" (7. 222) 
问 样 令 
3 一 7 aJ" (7. 223) 
N FRIES FIER: 
Fiy) =A y H- A; Cy) cos2.r (7. 224) 
其 中 
AG) FI ODHE OHER) (7. 223) 
A, GO FG) f 
有 
| Ai|/VAs|] 2OCFPZ/ F2 OC (7. 226) 


这 里 e 是 摄 动 基 级 ,对 于 JRR 9D Jos OPES REGE TUI OE CL n 
和 M 分 别 为 摄 动 天 体 和 中 心 天 体 的 质量 , 因 通 常 6 较 小 , 故 在 上 述 Hamilton 函数 中 列 为 二 阶 
项 , 即 Pe 。 蔡 相 应 的 摄 动量 级 较 大 , 列 人 Er 亦 无 妨 , 即 FLRCHOS Po, SR CHREN Eo 
讨论 . 即 (7. 224? 和 (7. 226) 式 同样 成 立 。 
对 于 上 述 第 一 种 情况 ,只 考虑 /项 摄 动 时 ,有 
AiC(y)«0 
而 同时 考虑 J MJ 项 摄 动 时 ,有 可 能 使 
A >d 
对 于 地 球 情况 即 如 此 。 对 于 第 二 种 情况 ,有 
A Cy > 
为 了 使 下 面 的 讨论 同时 适用 于 4i(y) 的 两 种 可 能 , 令 


6 一 z 十 本 [sgn(4 (2.221) 


ACGO 1A, G) | | (7. 228) 
BOO A.Go— [A60 | 
其 中 sgn(4)) 是 符号 函数 : 

一 1， ASO 


sgn( A1)= (7. 229) 
EUM | 1， A0 


Aicos27x = |A lagnt AiJeos2z 
=- JA, [cos2£ (7. 230) 
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在 上 述 变 换 下 ,系统 FGy DOTH F Gy, HAE 
Fiy DSA — lA; [+ LA, [(1-—c082£) 


=B HAL sin é (7. 231) 
ACyM/1BGO|—-0(e (7. 232) 
这 里 已 将 上 述 两 种 通 约 情况 对 应 的 e M e 统 - 记 成 <s。 两 种 通 约 情况 的 小 分 母 均 对 应 
(eus Ban 
B'(y)— à, 9 (7. 233) 


2. 通 约 情况 下 小 参数 一 级 数 解 的 构造 


若 用 前 两 节 的 变换 方法 (例如 Zeipel 方法 ), 按 6 的 器 构造 级 数 解 ,新 变量 记 作 y E AE 
的 生成 隙 数 和 变 措 后 的 Hamilton 限 数 分 别 为 
S=y EHS G DH 
F° SFE Cy Fr ye 


Fè GgD =B) 
Fiy D= Aly) 

aF; aS . 
o= ag 17 AG cos2£ 


确定 ,的 方程 为 


B Cy) =aF: /ay 
于 是 小 分 母 BI OOO IURE AE LEURS, 中 。 若 同样 采用 Zeipel 方法 ,但 改 按 e" Poet 
解 , 那 将 有 不 司 结果 。 此 时 有 


S=y £d oy E S C E) (7. 234) 
相应 的 变换 关系 为 
as 
r 1/ 
=y "IMS 
vU (7.235) 
_ | 
=È ay 


So S 由 变换 后 的 Hamilton 少数 中 不 出 现 角 变 量 的 要 求 来 确定 。 相 应 的 关系 为 
F' =F +F; + 

= +B Oa easy gr Eye 

-F2ÀCy0sin'£4- (C7. 236) 
TRE B8' 的 量 级 明显 大 于 e , 则 属 正常 情况 ,无 小 分 母 问 题 , 也 不 必 按 eI FEE SCBUR. H 
此 ,可 很 定 

B'GD0-0(0'7) (7. 937) 
j51 





若 其 量 级 更 小 亦 无 妨 ， 比 较 (7. 236) 式 两 端 e" BEIC 
Fi =B(y') (7. 238) 


aS, 
Fr =p Carey 24 Cy )sin?£ (7. 239) 


EX T ERRARE HA B0, G. 329) 式 可 按 下 列 形式 分 成 两 部 分 , 即 让 














Fi —ACy) 
共 余 各 项 用 来 确定 sis。 但 为 了 讨论 清楚 起 见 , 也 可 以 分 成 下 列 两 个 部 分 ， 
F:(y)=0 (7. 240) 
Ey Hm (By tant £—0 (7, 241) 
REA 
P=B'/B" 
4A B? 4AB" (7. 242) 
BU pa’ "B =a 
有 
18"| 
a|= (7. 243) 
lal 2 /AB* 
则 C7, ADETA 
Eey HPS) + pa-sisit-o 
解 为 
one /1—2« sn ]P (7. 244) 
车 可 S ahb UR RES s DU 73 E 


1—a *sin'£zz0 (7. 245) 

由 上 述 过 程 可 以 看 出 *B' 不 丕 出 现 于 生成 函数 Sus 的 分 母 中 PT Sissy … 亦 如 此 ,这 说 

明 按 c" 的 医 构 造 级 数 解 的 确 能 够 消除 通 约 奇 点 。 但 是 ,组 成 Si;,51,… 的 项 不 再 是 简单 的 三 

角 淆 数 ,而 是 椭圆 函数 , 解 的 结构 太 复 杂 , 不 便于 实际 应 用 。 尽 管 如 此 ,上 述 变 换 方 法 却 能 够 进 
一 步 地 证 明 通 约 奇 点 是 可 以 消除 的 ,说 明 这 类 奇 点 仅 与 所 采用 的 方法 有 关 。 


3. 通 约 情况 对 应 的 运动 特征 


首先 由 (7. 244) 式 及 参数 P 的 含义 可 以 看 出 
Bu OCB) (7. 246) 
因此 , 当 5 HER EET, XS [8] Er ir Sie JG RE ELE IJ LEER Et DR BÉ n o]. ix 
38 £9 T8:5C LLERLISE LR JSTOR DR I ECAUEE — ER ni] d CRAT EL A 677,34 B RR ER e 
"PERSE, RIETER RASK. MER? xx 5 REC B S ICOBTE ERNE FRE 
化 的 -个 基本 特征 。 
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再 者 条 件 (7. 245), 它 应 反映 实际 运动 状态 。 那 么 , 当 1al 放 1 时 ,的 变化 不 受 限制 , 当 |al 
<1 时 ,的 变化 要 受到 限制 ,而 1a| — 1 则 为 临界 状态 . 的 变化 即 反 映 了 前 面 两 种 通 约 情况 中 
角 变 量 g' 和 4" 的 变化 ,而 gr 和正 是 前 面 第 六 章 6. 2 中 所 说 的 共振 角 变 量 。 根据 (7. 243) 式 可 
la| — 1 HEB | OG) ; [al 21 对 应 地 的 量 级 大 于 e”, 此 时 运动 属 止 常 状 态 ; 而 |a| 二 
1 对 应 户 的 其 级 小 于 seY, 匡 可 趋 于 党 ,这 正 是 前 面 第 六 童 6. 2 中 给 出 的 天 平 动 现象 , 即 在 |s| 
«1 的 范围 内 ,g' 和 的 变化 呈现 控 动 状态 。 

上 述 特征 是 从 变换 方法 的 角度 ,根据 消除 通 约 奇 点 局 级 数 解 的 结构 而 获得 的 结论 ,进一步 
证 实 了 第 六 章 中 的 结果 ,使 我 们 更 清楚 地 了 解 到 通 约 问题 的 实质 及 其 相应 的 运动 特征 ，。 





7.7. 一 般 变 换 方 法 


无 论 是 Zeipel 方法 还 是 Hori-Deprit 方法 ,从 数学 角度 来 看 ,显然 要 比 第 三 章 介绍 的 平均 
根 数 法 清楚 得 多 ,而 旦 构造 级 数 解 的 过 程 也 明 嘱 地 简单 .简单 的 原因 显然 是 采用 了 由 生成 晴 数 
构造 正则 变换 的 方法 ,把 各 根 数 的 变化 通过 一 个 生成 函数 来 表达 。 但 是 ,这 付出 的 代价 是 放弃 
了 3 引用 既 直 观 双 具有 明显 几何 意义 的 椭圆 根 数 作为 基本 灾 量 ,而 必须 引用 正则 共 因 变量 ,尽管 
丙种 变量 之 问 的 变换 关系 还 是 简单 的 ,但 总 有 些 不 便 , 而 且 对 非 保守 系统 不 适用 ,即便 形式 上 
推广 到 耗 散 系统 ,正则 变换 的 优点 仍然 消失 .因此 ,为 了 使 其 适用 性 更 广 ,又 保持 这 些 变换 方法 
的 独特 构思 (寻找 特殊 的 变换 ,简化 动力 系统 ,直至 给 出 援 动 解 ), 曾 有 过 推广 Lie 变换 的 方 
EU ,使 其 适用 于 非 保 守 系 统 。 但 从 应 用 角度 来 看 ,Lie 变换 本 身 并 不 简单 ,局 限于 其 原 有 的 变 
换 形 式 没有 必要 ,而 真正 有 意义 的 只 是 通过 变换 简化 动力 系统 这 一 关键 之 处 。 作 者 根据 这 一 特 
点 作 了 一 般 性 的 推广 5 ,本 节 就 介绍 这 一 内 容 。 


1. 方法 的 基本 原理 

一 个 具有 ?个 自由 度 的 力学 系统 ,车 用 坐标 矢量 和 速度 失 基 (或 类 似 的 变量 ) 作 为 基本 恋 
基 , 则 对 应 前 运动 方程 构成 一 个 2n 阶 的 常 微分 方程 组 。 对 一 受 摄 二 体 问题 ,相应 的 x 二 3, 着 运 
动 天 体 的 轨道 用 变化 椭 贺 来 描述 ,就 可 选取 相应 的 椭圆 根 数 作为 基本 变量 ,并 记 包 和 zz 分 别 
为 三 个 “ 角 动 量 " 和 三 个 角 变 量 , 即 


H 
w (7. 247) 











并 记 


(7. 248) 





则 相应 的 22 阶 摄 动 运动 方程 组 可 写 为 
dd s flote) C7. 248) 


其 中 上 是 摄 动 小 参数 ,函数 /为 2n( 这 里 2a 60 HET HERCULES RH EAR UR 
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函数 上 可 展 成 下 列 形式 ， 


JG) f OD eite (7. 250) 
f,—0) 
通常 N 取 有 限 值 ,例如 讨论 J. 项 摄 动 时 ,N==1。 | 
若 方程 组 (7. 249) 的 解 能 用 周期 项 和 随时 间 上 线性 “增长 "的 长 期 项 组 成 , 亦 可 用 变换 方法 
直接 求解 ,即使 长 期 项 随时 间 上 的 变化 不 是 线性 的 ,也 可 通过 变换 分 离 出 周期 项 ,以 达到 简化 
上 述 方程 的 目的 。 相 应 的 变换 关系 可 取 为 





aa + arm 人 (TET) (7. 251) 
o=o  22of QC a! ats (7. 252) 
RB o APER: 
X' 
v-—|, | (7. 253) 
X 





和 ”为 台阶 周期 项 ,相应 地 记 为 
xem 


Lou 


这 里 的 XU 和 2D? 与 前 面 正则 变换 方法 中 的 生成 函数 5 类 似 , 都 是 待定 的 ,在 构造 级 数 解 的 
过 程 中 确定 ， 
上 面 第 一 种 变换 关系 47. 251) 是 由 混合 变量 组 成 的 隐 闭 数 形式 ,类 似 于 Zeipel 变换 ,而 后 
-种 变换 则 为 显 议 数 形式 ,类 似 于 Lie 变换 。 变 换 后 ,新 变量 所 满足 的 方程 可 写成 下 列 形式 ，: 


gm = (7. 254) 








dW) fore +R (7. 255) 
. on 
R= X (7. 256) 
` am 
E OO Rete SUE BER 是 变换 的 余 函 数 , 若 变换 不 显 含 nN R0. 
对 于 隐形 式 , 有 
. d =g g, iX" 418) (7. 257) 
引进 算 符 万， 
gd 
了 一 元 (7. 258) 
(XI 
EL | 求 侦 导 数 。 于 是 有 
Zei am 
SEHD XP 24 -D' (O2) Kay (7. 259) 


ZRA E 为 24 MEME, RRENA 2n 阶 方 阵 或 2n 阶 列 向 量 ; 几 元 素 不 足 2n 个 
的 , 均 分 别 用 零 元 素 补充 到 2n 个 ,不 过 各 元 素 的 排列 次 序 同 前 , 下 面 也 将 有 类 似 捕 况 ,不 再 说 
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8. (D 22 Xi RRE RRR 5 k=l 时 ,该 项 为 2n 阶 单位 矩阵 ， 与 变换 矩阵 (2 ETEF 


方法 类 似 , 变 换 余 函数 R 有 如 下 形式 ， 
aw _ NN AST 


a^ —Usa 





«2c ax Ms G 2 5 xe 12k a (7. 260) 
相应 的 方程 (7. 255) 的 右 函 数 了 亦 应 ARRATE HE ex. Bp 





fot) m FOC eio D oda xm (7.261) 
XT OX CH 
c' —o— a, Cd ,t 6 (7. 262) 
SERD: 
D=2 (7, 263) 


PN Ar 
CARNE, RAFY MENGORE / 分 别 由 下 列 各 式 表 达 








Ejeet CD Moy (7. 264) 
tm) 
[Eco Mayer (7. 265) 
Floto — fo ts DEPA i oy (7. 266) 
将 (7.259) 一 (7.261) 式 代 人 方程 47. 255), 即 得 隐形 式 变 换 后 新 变量 a 所 满足 的 运动 方 
等 = 六 QU rt CX' x tie) (T. 2687) 
其 中 
fif (7. 268) 
af, det? 
=f Xrti; Dtg Do? f— C32 (7. 269) 
: 9 
fi-—R4OO ato xp el So +x” 
C^ Dot? Da! DX?) f, — Dat? (ft noy 
25 a» (0 
| - SYL AST ) (7.270) 


将 (7. 264) — (7. 266) 式 代入 方程 47. 255), 即 得 显 形式 变换 后 新 变量 中 所 满足 的 运动 方 
BE. 
| i f CEDEP (a',t;E) (7.271) 
其 中 
=f X) (7. 272) 
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3f, 





fim fiio o XP = Dafa (7. 273) 
df. 
Ji = fo ‘sl; ;&€) J- CD f, yo MR " 


十 {一 D'a Da p'ea to py gi? f,— —Iy a Cf, EE xy 


(7. 274) 





[IIT 


两 种 变换 的 目的 都 是 为 了 简化 原 方程 (7. 249)  BDXE— SEERE BEEF ERE ATP ERE 




















Fa BS 
p= Dr (X! e 25 OC ,rot ye) (7. 275) 
和 
f= Xr (x ie 2a VETT (7. 276 
其 中 
(x 
£O ug (T. 277) 
Ht ls | 
Ct 0g 
Gu —- (fT bA (7. 278) 
(FM 
RE RA; THENTE. XT XX 方程 对 应 的 有 还 数 部 分 Ci )x 有 黄种 情况 ,对 杆 保 
守 系 统 , 它 是 等 向 量 , 即 
Cf; Je D 
Fije | =o (G-1,2.7.) (7. 279) 
Gi] loj 
对 于 非 保 字 系统 , (fi Or 为 非 零 向 蝇 , 因 此 ,对 于 保守 系统 ,在 OCe) 精 度 意 多 下 ,变换 后 的 方程 
成 为 可 积 形式 ,其 解 为 
X' —X!, 
1 | (7. 280) 
a! mal OO ff K aE Gt) 


对 于 非 保 守 系 统 , 尽 管 不 像 保 守 系 统 这 人 么 简单 ,但 变换 后 的 方程 仍 达 到 了 简化 的 目的 ,内 周期 
项 已 全 部 分 离 出 ,问题 显然 变 得 比较 简单 。 

EACT. 276) 0 07. 276) 式 表达 的 /* 如 和 何 得 到 ? 这 就 是 方法 的 关键 。 与 Zeipel 方法 、 
Hori-Deprit 方法 完全 类 似 , 利 用 ot" 的 待定 性 ,与 了 在 OCe) 意 义 下 满足 所 要 求 形 式 的 间 时 
来 确定 其 具体 表达 式 。 事 实 上 这 是 一 变换 序列 (有 限 项 ) ,那么 ,在 何 种 条 件 下 能 构成 这 样 的 变 
接 序 列 呢 ? 与 前 面 正则 变换 方法 的 要 求 相 同 , 即 原 方 程 的 右 荔 数 展 开 式 (7. 250) 不 含 -一 阶 长 周 
期 部 分 , 亦 即 

fu=0 (7. 281) 
关于 变换 过 程 中 出 现 通 约 项 的 问题 ,其 处 理 方法 与 正则 变换 方法 中 的 处 理 相同 , 亦 可 采用 
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类 似 于 氢 平 均 根 数 法 的 处 理 方式 ,将 通 约 项 保留 在 变 撞 后 的 右 跑 数 f° 中。 凡是 正则 变换 方法 
中 所 具有 的 用 来 简化 动力 系统 前 “功能 ”, 在 非 正 则 形式 的 变换 方法 ( 即 这 里 介绍 的 一 般 变 换 方 
法 ) 中 都 可 引用 。 因 此 ,这 一 变换 方法 的 原理 并 不 复杂 ,如 果 读 者 仔细 阅读 过 前 几 节 ,那么 对 此 
方法 的 构思 是 不 难 理解 的 。 





2. 摄 动 解 的 构造 过 程 


这 里 仍 以 一 个 简单 的 受 摄 二 体 问 题 -一 仅 考 虚 中 心 天 体 扁 率 (J: 项 ) 摄 动 的 受 报 系统 为 
例 , 介 绍 上 述 一 般 变换 方法 建立 相应 摄 动 解 的 过 程 ,这 祥 既 能 简洁 明了 地 阐明 构造 报 动 解 的 具 
体 细节 ,又 可 与 第 三 章 的 平均 根 数 法 作 一 一 对 应 的 比较 。 

对 于 J, 项 摄 动 , 仍 用 arei N w M PES HERE Sie fe olm d BEC. 24D — (C. 
248) ,相应 的 摄 动 运动 方程 为 


= fA XH f OG X Xon) (7. 282) 


这 里 ,小 参数 s 一 瀛 。 该 系统 是 一 定常 系统 ,而 右 函 数 又 不 售 n — 0. F7 007922 , RAR PR 
六 可 以 写成 下 列 形式 : 


0 
0 
f;—àn, ò= | : (7.283) 
1 
=f AK Kr (7. 284) 
同样 采用 第 三 章 3. 3 中 的 计算 单位 ,使 引力 常数 wx 一 1, 那 么 
n—a 7 (7. 285) 





MAERA AUR ,的 6 个 元 素 分 别 由 第 三 章 的 公式 (3. 51) 一 (3. 560) 0G. 572 ~ (3. 62 
达 , 这 里 不 再 重复 写 出 。 但 其 中 由 (3, 62) 式 表达 的 “ 右 函 数 "CA)x 的 (一 于 af 这 一 项 应 出 


去 。 下 面 采 用 隐形 式 的 变换 方法 来 建立 相应 的 摄 动 解 ,而 且 为 了 表 其 方法 的 具体 过 程 , 讨 论 
阶 解 的 建立 已 足 驶 , 即 只 要 给 出 一 阶 和 周期 项 和 一 .二 阶 长 期 项 。 
第 一 次 消除 快 变量 x;( 即 MM)。 新 变量 记 作 o: 




















a £ 
X' 
di 一 | X' = le x = | (7. 286) 
A 
i af 
相应 的 变换 (7. 251) 可 写成 
o=o 4 2o (a! ve 4C vo M JO {7, 287) 
变换 后 新 变量 的 方程 为 
dE mfi M (7. 288) 
根据 (7. 268) 07. 2700 RET 
fà = fal )—ón! (7. 289) 
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二 ee 








dai" 
十 8 Pea caf 3M (7. 290) 
. af. dei? du hi 
fi =G ar f? n aset fia 132 Ho IG r)” ja p 
Bau 00:2 
T8 vua "M C7. 2812 
ATHERE M.n[m c. 290 $5007. 291) 式 给 出 
Si = fula sedi) (7. 292) 
L} 
n' v. — f Gal uel uh e MJ 8 rat (7. 203) 
VH M bo. 4 fà (a! el ah om faa vel i m Ji) (7. 294) 
ost? 
aW CO. Ho Zar (7, 295) 
其 中 
a a afa 
=G ^ ipfo] 
dej? 4 3 zi p 
) ta (7. 296) 





HFRP EXRAEBR E70 HARER TE EECAGA SX HP BS MA v M 均 可 直接 改 为 ww ， 
M' ,于 是 有 





ef (a )-- f] (a! «e i JO fi Ca se ai sal D (7. 297) 
第 二 次 消除 慢 变 量 HE w')。 新 变量 记 作 Bi 
a" ok 
rX" 
d'= MI X"= je. a"— |o" (7. 298) 
q" ' M" j 
相应 的 变换 为 
g! —g"4- 2 ref" Gael a JI) (7. 299) 
变换 后 新 变量 满足 的 方程 是 
ef 十 三 十 万 十 … (7. 300) 
其 中 
大 让 一 人 {7, 301) 
fi * =f Ca" e" i") (T. 30?) 
fit = fila" ,e",i") (7. 303) 
[ioi 由 下 式 确定 ， 
gai? 
Cf, ) = fh lae", ÜU.w, Ji xao d m d j? C7. 304) 
到 此 ,有 如 下 结果 
Cf oec (7. 3055 
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两 次 变换 完成 。 相 应 的 摄 动 解 为 














X"— X" | 
: P (7. 308) 
2 a^ ONT * (X", I0 0-83] 
原 变 量 的 解 为 
好 (人 
=g" Hai (to G) (7. 307) 
其 中 oz0(909 和 加 分别 由 两 个 简单 的 “ 阶 偏 微分 方程 (7. 293) C7. 204» 28 H, B] 
M 
oo 人 tt) = "| LA + 8 hat uM (7, 308) 
era = Gi Ja [ [fz 十 + xp té: BaP Mor (7. 309) 


XE CAT e B) MEAT IC R SEHUPGSHIR GEAR BS o. 
如 果 将 六 和 记 , 的 表达 式 代 入 上 列 各 有 关公 式 , 妈 可 给 出 J 项 摄 动 解 的 具体 结果 ,不 难看 
出 ,推导 or GO o! (2) 以 及 长 期 项 系数 的 过 程 与 第 三 章 3. 3 中 用 平均 根 数 法 推导 相应 解 的 过 


程 几乎 相同 , 叭 有 (7. DORRE CO 27 jfi TE Hae p Cano, (rA RR 


重要 的 差别 , 即 求 a7 GORI af? (0 时 ,由 原平 均 根 数 法 中 对 的 积分 变 为 一 个 由 一 阶 偏 微分 方 
程 导致 的 对 M 的 积分 , 它 可 严格 地 按 无 攒 运动 的 关系 进行 积分 运算 ,从 而 避 爷 了 平均 根 数 法 
中 所 遇 到 的 困难 , 即 这 里 的 变换 方法 在 要 求 准 到 二 阶 周期 项 时 ,无 须 将 有 关 的 被 积 函 数 展 成 
好 的 三 角 级 数 , 从 而 使 报 动 解 对 e 是 封闭 的 , 它 适用 于 0<<e<1, 这 是 一 个 非常 明显 的 优点 。 我 
们 不 妨 把 此 变换 方法 看 成 是 数学 化 的 平均 根 数 法 。 

若 用 显 形 式 的 变换 方法 ,其 过 程 与 上 类 似 , 至 于 对 非 定 常 系统 或 耗 散 系统 的 处 理 , 不 再 讨 
论 , 可 参阅 本 章 参 考 文献 [3] 和 [18] 一 [20]。 
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第 八 草 “天体 运 动 方程 的 数值 解法 


从 前 徊 儿童 已 清楚 地 看 出 ,描述 天 体 运动 的 微分 方程 相当 复杂 , 除 二 体 问 题 等 少数 几 种 情 
况 外 ,都 不可 能 给 出 严格 解 ,即使 在 一 定 条 件 干 (或 某 种 近似 ?给 出 相应 的 小 参数 寡 级 数 解 ,但 
要 满足 高 精度 要 求 , 就 涉及 到 等 级 数 解 的 高 阶 项 ,其 项 数 之 多 ,不 仅 难以 推导 ,即使 具体 推出 亦 
难以 采用 ,其 至 有 的 摄 动因 素 无 法 用 简单 的 分 析 表 达 式 写 出 ,人 造 卫 星 精密 定 轨 问题 中 就 会 遇 
到 这 种 情况 ,况且 ,对 于 其 些 问题 ,只 需要 知道 解 在 若干 点 上 的 值 。 因 此 ,给 出 相应 微分 方程 潢 
足 “ 定 精度 的 离散 解 即 行 ,这 就 使 得 解 微分 方程 (这 里 是 指 常 微分 方程 ,以 下 从 略 ? 的 数值 方 
法 ,在 天 体力 学 方法 中 占有 十 分 重要 的 地 位 ,特别 在 当今 计算 机 技术 高 度 发 展 的 时 代 , 更 显得 
它 的 优越 性 .当然 ,这 并 不 是 说 它 可 以 代替 分 析 方 法 和 定性 方法 ,因为 对 天 体 送 动 的 研究 ,更 重 
要 的 是 要 给 出 运动 规律 ,数值 方法 不 能 解决 这 一 问题 。 不 过 它 可 以 提供 一 些 有 益 的 “信息 ”, 在 
定性 研究 中 也 是 不 可 缺少 的 方法 。 











8.1 有 关 数 值 解法 的 基本 知识 


1. 数值 解法 的 基本 思想 


对 于 一 个 微分 方程 的 初 值 问题 


dx 
d [00 
(8. DD 


LR) = 

anth 
x 可 以 看 成 向 量 ( 如 坐标 上 和 速度 r RENANE e HE EXC IRI C t] 1 41 — LB 
散 点 二 Cn 1,2, 0) 处 ,计算 出 解 xl) 的 近 亿 值 wzra ,xz 这 里 


aine b (8. 2) 
如 无 特殊 要 求 ,通常 是 将 所 BURR BE 
ts 二 to 十 RA， n-—1.2,*.m (8. 3) 


其 中 f,—a,h MAPEK. 由 初 值 xo ax =r lak h A3 ,再 由 T1 求 出 x) EAR H Xn* 得 到 x 
个 离散 点 上 的 x, 值 ,此 即 用 一 种 离散 化 方法 来 处 理 连 续 性 问题 (8. 1)。 
当然 ,要 由 n 求 出 x. ,一 个 最 直接 的 方法 是 利用 泰勒 (Taylor) 展 式 , 即 
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dz , Mid), ed h^ i d^z! 
es 有 下 |， T il 4 ],^ ral TAN (8, 4) 
其 中 为 一 下 整数 。 通 过 方程 (8.1) 可 以 逐步 把 各 阶 导数 求 出 ,有 
i dx? 
Lar], fret? | 
disp (af afd] x 
| A| g adel, 


n j 
这 显然 也 是 一 种 离散 化 方法 ,但 必须 计算 高 阶 导 数 , 当 方程 48. DTE GS O LEBER 
时 ,计算 高 阶 导 数 就 变 得 相当 麻烦 ,而 天 体 运 动 方 程 的 右 函 数 往往 就 属于 这 种 情况 .因此 ,在 一 
般 情 况 下 ,泰勒 多 项 式 不 宜 直 接 引 用 ,各 种 数值 解法 几乎 者 是 采用 若干 个 右 沙 数值 来 代 普 高 阶 
导数 值 , 使 计算 得 以 简化 ,这 就 是 微分 方程 数值 解法 的 基本 思想 。 


2, ERE CE, 


TED 6—2 截断 , 即 取 多 项 式 (8. 4) 中 的 p= f8 er CEnle Zi xk: 
Eart SEn HAS Ge, E) 
Zn 一 Tt) (8. 6) 
mt 2n 


下 面 借 用 这 一 离散 化 的 差分 方程 来 介绍 数值 方法 的 一 些 基 本 概念 。 

从 欧 拉 公式 可 以 看 出 ,每 前 进一步 ,计算 相应 政 点 #4, 上 的 x,. 值 时 ,只要 知道 前 一 步 点 4 
上 的 a, 值 ,这 种 方法 称 为 单 步 法 。 震 每 前 进一步 时 ,需要 知道 前 面 洛 个 步 点 上 的 x 值 ,这 样 的 
数值 方法 称 为 多 步 法 ， 

从 另 一 个 角度 来 看 , 欧 拉 公式 每 前 进一步 计算 mm+: 时 ,只 需 知道 前 一 步 的 s 值 ,这 样 的 公 
式 称 为 显 式 公 式 。 如 果 改 为 后 退 的 欧 拉 公式 ， 

Erai = En HAS Gata) 

X T(t) | 
则 所 要 计算 的 x1 包含 在 右 函 数 了 中 ,此 公式 为 隐 式 公式 。 对 于 隐 式 ,往往 要 采用 迄 代 求解 办 
法 ,而 且 还 要 提供 x,, ,的 初 值 rt， 。 

既然 数值 方法 给 出 的 是 解 xz 在 离散 步 点 如 上 的 近似 值 4, 因此 就 有 一 个 误差 问题 , 除 
初 入 误差 外 ,还 有 截断 误差 和 伟人 误差 。 关 于 截断 误差 , 仍 用 欧 拉 公式 (7, 6) 来 说 明 , 相 应 的 精 
确 解 x(t,11) 应 潢 足 带 余 项 的 案 勒 展 式 ， 


2 
zr, ma) Eh 4 EG (8. 8) 


其 中 &, ACRI Geta )} 中 的 某 一 点 ,因为 
TES FEEC) t) 


(8. 7) 


上 式 可 改写 为 
2 
rs ma GER Gr 04 EE, (8,9) 
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E ER] Ro cr zr AX CB. 6) 就 是 用 精确 解 满足 的 表达 式 (8， 9) 截 去 其 中 的 等 (各) 所 得 到 的 近似 


公式 ,而 入 (6,) 就 称 为 欧 拉 方 法 的 局 部 截断 误差 (简称 截断 误差) ,或 称 局 部 离散 误差, 它 与 所 
同 阶 , 记 为 O04) 当然 ,其 实际 人 小 还 取决 于 导数 zt.) 的 值 ,这 涉及 到 解 7(2) 的 性 质 , CT 
掉 的 是 二 阶 导数 ,就 称 欧 拉 方 法 为 一 阶 方法 ,后 面 将 会 看 到 ,对 于 一 些 常用 的 单 步 法 ,方法 的 阶 
数 正好 比方 法 的 截断 误差 中 矿 的 血 次 低 1, 即 若 截 断 误差 为 OO 站), 则 方法 为 记 阶 的 。 因 此， 
方法 的 阶 数 可 作为 衡量 方法 精度 的 一 个 重要 标志 ， 

关于 伟人 误差 , 它 的 产生 涉及 到 多 种 因素 ,大 致 有 这 几 个 方面 :计算 数据 字 长 不 可 能 无 限 ， 
使 用 任何 计算 工具 部 是 如 此 ;具有 有 限 字 长 的 数 与 数 之 间 的 运算 ;在 计算 机 上 计算 右 函数 
7z,t) 所 使 用 的 程序 的 精度 等 。 由 此 可 见 , 含 人 误差 的 情况 比 截断 误差 复杂 ,但 还 是 可 以 设法 
佑 计 它 的 界 , 例 如 把 含 入 误 养 当 作 随机 量 ,采用 统计 方法 可 得 到 较 好 的 结果 。 

在 讨论 截断 误差 时 ,不 免 要 提出 这 样 的 问题 , 即 当 人 -~0 时 ,是 否 有 nor E Go 
和 x 各 表示 方程 (8.1) 的 精确 解 和 步 点 1。 上 的 数值 解 (近似 解 ), 这 就 是 数值 方法 的 收 仑 性 问 
题 . 另 一 个 问题 是 稳定 性 问题 ,不 论 是 单 步 法 或 是 多 步 法 , 某 一 步 产生 的 误差 (包括 初 值 误差 和 
使 信 误 基 ) 者 会 传播 下 去 ,误差 将 会 累积 ( 即 全 局 误差 的 累积 ), 具有 当 误 差 的 累积 受到 控制 , 相 
应 的 数值 方法 才 是 稳定 的 ,否则 称 之 为 不 稳定 的 ,数值 稳定 性 问题 与 数值 方法 的 阶 数 以 及 步 长 
都 有 关系 ， -个 数值 方法 是 否 实用 ,稳定 性 是 至 关 重 要 的 。 

关于 稳定 性 ,有 多 种 提 法 . 对 于 有 限 的 固定 步 长 ,在 计算 过 程 中 某 一 步 产 生 的 误差 .对 以 
后 的 计算 结果 的 影响 不 会 步 步 增长 ,这 种 稳定 性 概念 ,就 是 通常 所 说 的 绝对 稳定 性 。 如 果 这 各 
称 定 性 具有 有 有 限 的 稳定 区 边界 , 则 称 之 为 条 件 稳定 的 ,否则 就 是 无 条 件 稳定 的 .对 于 多 步 法 ,无 
条 件 稳定 性 , 亦 称 4- 稳 定性 。 这 些 稳定 性 的 提 法 都 是 针对 数值 方 法 本 身 的 ,而 所 讨论 的 微分 廊 
程 (对 应 一 种 “运动 ”) 应 是 稳定 的 ,但 天 体 运动 方程 却 不 然 ,就 连 最 简单 的 开 普 勒 运动 也 是 运 翅 
不 稳定 的 ,任何 一 个 稳定 的 数值 方法 ,也 无 法 控制 其 沿 述 ( 即 沿 运动 方向 ) 误 差 的 步 步 增长 ;如 
果 一 个 数值 方 法 不 会 使 这 沿 迹 误 美的 增长 更 加 恶化 ,有 时 也 你 该 方法 为 相对 稳定 的 .在 动力 天 
文中 ,对 于 长 弧 定 轨 问 题 ,一 个 数 售 方 法 能 否 控制 运动 沿 述 误差 的 增长 速度 是 至 关 重 可 的 ,这 
将 在 后 面 的 几 节 和 下 -- 章 中 具体 论述 。 

关于 收敛 性 稳定 性 以 及 误差 估计 问题 ,是 数值 方法 中 的 几 个 重要 的 理论 课题 ,读者 如 过 
SUE - 步 深入 了 解 ,可 阅读 本 章 参考 文献 [1] 和 [2], 下 面 介绍 一 些 常用 的 数 信 方 法 及 其 有 关 问 
E. 











8.2 常用 的 单 步 法 一 一 Runge-Kutta 方法 


一 种 常用 的 单 步 法 就 是 众所周知 的 Runge-Kutta 方法 (以 下 简称 RK 方法 ) ,其 基本 思想 
就 是 间接 引用 泰勒 展 式 , 即 用 积分 区 间 [2. 沁 ,上 若干 个 点 的 右 函 数值 了 的 线性 组 合 来 代替 / 
的 导数 ,然后 用 泰勒 展 式 确定 相应 的 系数 ,这 样 既 能 避免 计算 / 的 各 阶 导 数 ,又 能 保证 精度 .。 
以 常用 的 四 阶 RK 方法 为 例 , 令 


Tui = a, Seb (8.10) 
=l 
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mie ET 
E -a 
i-e 





其 中 €i HIF ERRAT k: 满足 干 列 方程 ， 
k = hf (t, 十 hrs 十 201 


(8.10? 
a, = 0,7, = 0.: — 1,2,3.4 | 
Bp 
k SAS n) 
ks — Af ta H o Eat Bk) 
? f eh sE t Pak (8.12) 


k,—hf (t+ ah sa Bah H Baku) 
kb, —hf Gat ahi rt Bab T Bub Bak d 
系数 a.,P,, 的 确定 方法 如 下 ;将 名 右 端的 FE GLO REFERT UA 
ky — Af. 
b=hf th Gs foe Ba Pu fd 


以 此 代入 (8, 10) 式 并 与 x G, HO dE HR 6, RB E BUR 
z+) Mn) HA GEDHE H fe 
逐 项 进行 比较 , 邻 产 ,本 下, 项 的 系数 相等 , 便 得 到 确定 c 和 六 ;的 关系 式 , 即 
ce] s cot 一 ID s cale (8. 13) 
显然 ,上 述 参 数 "wp 的 选择 不 是 唯一 的 ,有 自由 参数 , 它 的 不 同 选择 就 确定 了 不 同 的 RK 公 
X. 
上 述 RK 公式 (8, 1007 (8. 1 DDJE aC REP, AER: 
Lati 一 Tn 十 S cki 
= . (8. 14) 
b, = hf, 十 aum, 十 S bk 
这 种 RK 公式 是 隐 式 的 。 而 
外 一 用 (十 hr + D Byk) i= 1 (8. 15) 
则 是 对 角 隐 的 RK 公式 。 在 动力 天 文中 ,通常 是 采用 显 式 RK 公式 。 

不 难看 出 ,对 于 四 阶 RK 公式 ,其 阶 数 与 每 前 进一步 所 需 计 算 的 函数 值 f 的 次 数 是 一 致 
Bg. [HS ERES RK 公式 所 需 计算 的 了 什 的 次 数 要 比 阶 数 多 。 若 用 N Gsm BORGO m IX 
了 值 所 获得 的 方法 的 最 高 阶 数 , 则 有 

NGOn)—m, lm (8,16) 
而 
NG)=4, N(6)=5， NOD—6. N(G)—8, N(9) 一 7，…- (8. 17) 
下 面具 体 给 昌 几 种 常用 的 显 式 RK 公式 。 


1. 四 阶 公式 


Cod RUE X 
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Trima ET Ds 2s 2E S] (8. 18) 
ky SAS tns Tn) 


ka=hf a+ Lhe + jh ) 


kahf, H frs is 


k, hf GER on, tk) 
DGI 公式 ( 它 有 减 小 会 入 误差 的 优点 》 
nad : Fh -F(2— 2 Ms - OG V ath] (8. 20) 


| 
| (8.19) 
| 
| 





kı —Af(, "o 
,一 hf a, tikr tAk) 


Lanp = pd El (8 21) 


k,— Aft, Lh ae aX) 


四 阶 RK 方法 是 应 用 较 广 的 一 种 单 步 法 ,对 于 天 体力 学 (包括 自然 天 体 和 人 造 天 体 的 运 
动 ) 中 的 某 些 精度 要 求 不 太 高 而 右 函 数 又 较 简 单 的 问题 ,也 是 适用 的 ， 





k,—Rf (t+ 





2. RKF 公式 


RK 方法 本 上身 估计 局 部 截断 误差 比较 麻烦 ,为 此 ,Fehlberg 提出 了 一 HERRERAN 
RK 方法 局 ,利用 参数 coa B, ATIE H Em. PURI mtl 阶 的 两 组 RK Z 
式 , 用 两 组 公式 算出 的 = 之 差 可 给 出 局 部 截断 误差 ,由 此 可 确定 下 一 步 的 步 长 ,这 就 起 了 自 
动 选择 步 长 的 作用 ,此 方法 称 为 Runge-Kutta-Fehlberg 方法 ,简称 RKF 方法 。 由 于 利用 了 自 
由 选择 参数 的 特点 ,实现 了 琴 组 公式 的 棋 赛 ,mr 阶 公式 与 mtl 界 公式 相差 黄 少 , 见 后 面 的 公 
式 (8.22) 一 (8. 30) ,只 不 过 多 算 很 少 几 次 右 函 数值 , 即 可 给 出 局 部 截断 误差 .。 IE BST RKF 方 
法 具 笛 这 种 优点 ,因此 它 已 成 为 目前 被 广泛 采用 的 单 步 法 。 

本 章 参 考 文 献 [3] 中 给 出 了 508 阶 ),67) 阶 ,7(8) 阶 和 897 阶 四 个 内 套 公 式 ,相应 地 记 为 
RKF5(6) ,REKF6(7)，RKEF7(8) 和 有 KF8(9)。 至 于 更 高 阶 的 嵌 套 ,已 不 再 能 提高 效率 。 PB 
别 给 出 RKF5(6),RKEF6577 和 RKF7(8) 三 套 公 式 ,以 便 读者 直接 引用 。 

(DRKFE5COZX 


5 
Zari om d hoch + OG) 
:— 


; (8. 22) 
Fai = aa HAD afi t OQ 
i=ġ 
Fo = Sirsa) 1 
ci | (8, 23) 
fo— fü. HAY BSO . imde 
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第 十 1 步 的 局 部 截断 误差 为 


TE- 3 Uf. f I fh (8.20) 
系数 出 sC, # " 3j A E l H, 


%1 RKFPS5UGD 









































3i 7 
° ° ? 381 1108 
i 1 
! jog F 0 
| ] 
2 EE EN 16 1125 
15 75 75 2816 
3 2 5 R 2 E 
3 6 3 5 32 
! 4 8 144 E i6 125 
4 5 5 25 4 25 788 
- i 361 — 18 47 — 11 S5 H o 
? 320 5 128 80 128 66 
11 1 1 11 5 
$ ? ^o ? 256 160 256 c : $66 
93 18 — 803 1 39 5 
7 1 540 5 256 160 256 9 1 56 
由 公式 (8. 22) 不 难看 出 ,对 于 五 阶 公 式 而 言 , 只 多 算 2 KERRO 和 FD. 
(2)RKF6(?7) 公 不 
了 
Xa md AS ef. d OR) 
n (8. 25) 
za on, HADS + ORS) 
i-o 
Ff. = Jnr En) 
| i (8. 26) 
fo fü. ah. HAD BaS . i—12.,9 
i-0 
截断 误差 为 
11 
TESz Uh fh (8.27) 


相应 的 系数 列 入 表 2 H, 
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$2 RKF6(7) 





















































77 | 1l 
oj è 0 1440 | 864 
2 2 
! 33 33 9 
4 4 
2 33 0 3 0 
3 2 1 0 3 1771561 
11 22 22 6289920 
4 d A3 o —i® 7? 32 
2 64 64 32 105 
- 2 2383  — 1087 26312 2175 243 
3 486 54 1701 1701 2560 
6 6 | 10077 p .5643 .116259 6240 1053 15807 
7 4802 686 16307 16807 2401 T4880 
; 1 733 0 14H 335763 216 4617 7203 il 0 
176 8 23296 77 2816 5182 270 
15 5445 18 1215 1029 1i 
819,5 9 ? ^ 36598 77 5632 18304 270 
g ; J183 141 51237 18 729 1029 0 1 1l 
| 352 8 3584 512 1408 270 
(3)RKF7(8) 2X 
16 
daa = x, HAD ye f, + OU 
reġ 
7 (8. 28) 
Eai = x, HADES, - OR) 
i 
f 一 ft, "M ] 
;一 1 (8. 29) 
f, — fü, V aho, AS BU) FI i 二 1,2,7,12] 
1-0 
截断 误差 为 
4l 
TE= Cf, | fua fu fidh (8. 30) 
840 
各 系数 列 人 表 3p, 


在 动力 天 文中 常 遇 到 不 显 含 速度 项 的 二 阶 方 程 组 ,1925 年 Nystrom 曾 给 出 直接 求解 这 类 
二 阶 方程 组 的 RK 方法 , 称 为 Runge-Kutta-Nystrom 算法 ,但 对 一 般 问 题 并 无 明显 优点 ,引用 
不 多 。 因 此 本 章 不 男 作 介绍 ,将 在 下 一 章 的 有 关内 容 中 再 作 介绍 。 
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#3 RKF7(8) 























2 2 
l | 37 27 
1 1 ! 
? | 人 | 36 12 
1 "n 
3 | 5 24 9 3 
3 5 25 25 
tjai d ! 16 16 
i 
|] 1 1 id 
5 2 26 0 0 vq 7 
5 25 125 — 65 125 
6 | 5 |[-18 9? ° 天 "-* m 
1 31 6 3 13 
7 | | æ 0 0 ? sm e 800 
2 53 704 107 $67 
8 [7g ? 9 0 $ 45 9 9) ? 
plal a o o BONES GLO BL 
3 108 l08 ^ 185 54 60 5 12 
10 ] 2383 0 o 34 4496 301 2133 45 — 45 18 
4100 l64 1025 — 82 4100 82 i162 41 
3 6 3 3 3 8 
1i O 0 9 9 4 305 41 41 (4i 
ioa dU , 341 4496 289 2193 51 33 12 
4100 184 1028 — 82 4100 82 164 4i 





0 


0 





i 





8.3 线性 多 步 法 一 一 Adams 方法 .Cowell 方法 和 KSG 积分 器 


对 于 初 值 问题 (8. 1) ,线性 多 步 法 的 一 般 计算 公式 为 

Xei Fg- Tapi ttt Ean 

—hGO. La Baar E Sn 
HP a. 8,G—0,1,2, 7 ORI n ARBE PONS P0 x0 RE 1. dos] E 18] 2 0CHI 
dn 与 Bo TEASE a 上 述 会 式 表明 :计算 Lad ES ra Ett: E E A e BU UD ES Lais 
tacit 种 步 点 上 的 s 秆 ,因此 , 称 (8, 31) 式 所 确定 的 方法 为 大 步 法 , 当 & 一 1 时 即 单 步 法 ， 
而 &>1 时 则 称 多 步 法 ,又 由 于 公式 中 出 现 的 二 ,六 都 是 线性 的 , 故 称 线 性 多 步 法 . 当 应 一 0 时 ， 


公式 是 显 式 , 否 则 为 隐 式 。 
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(8.31) 











对 于 步 法 ,其 特征 多 项 式 ， 

p) a Fa, E 十 十 a (8. 32) 
是 很 重要 的 。 若 方程 68. DHARAN FG DERKI asctscb, ooa oo FUN tor BT XE ACER 
数 ,并 对 了 满足 Lipschitz (E Wi k pA EG 31) 对 所 有 这 样 的 (t,x) 为 稳定 的 充分 与 必要 
条 件 是 半 步 公式 满足 特征 根 条 件 , 即 特征 和 多项式 (8. 32) 的 零点 的 模 不 大 于 1, 基 在 单位 因 上 的 
零点 只 能 是 单 零点 ,用 这 一 条 件 不 仅 可 以 判别 一 个 具体 的 步 法 是 否 稳 定 , 而 有 也 说 明了 对 
于 一- 个 稳定 的 上 步 公式 ,其 系数 的 选择 将 有 所 “约束 ”或 者 说 ,对 于 给 定 的 多 步 公 式 , 可 以 确定 
它 的 稳定 边界 。 为 此 , 举 一 简 单 的 例子 来 说 明 。 


用 Euler 法 解 下 列 方程 : 
了 一 AT， A=const 
相应 的 Euler 公式 为 
Zari Ea SAS a SRAL 
其 特征 多 项 式 
pce) €— OT AR 
的 特征 根 ( 即 零点 ) 为 


局 一 1 十 以 
要 想 Euler 法 对 于 有 限 的 固定 步 长 六 为 绝对 稳定 , 则 应 有 
PL l3 AA [1 
PRETI p= 11088 业 值 就 构成 绝对 稳定 区 的 边界 。 
下 面 介 绍 几 种 常用 的 多 步 法 计算 公式 。 


1, Adams 方法 -一 显 式 公式 与 陷 式 公式 


Adams 显 式 公式 又 称 为 Adams-Bashforth 公式 , 隐 式 公式 又 称 为 上 dams-Moulton 公式 。 
(DAdams 显 式 公式 
对 所 给 的 微分 方程 (8, 1) 两 端 求 积 分 ,从 积分 到 + 就 得 独 等 价 的 积分 方程 


x(t) x) + [U fered (8.33) 


可 用 插值 多 项 式 来 代替 上 式 右 端 的 被 积 函 数 ,从 而 使 其 离散 化 以 得 到 数值 公式 .这 里 是 采用 牛 
顿 后 差 公 式 , 记 


VY"f, = Se [7] t (8. 34) 
立即 身后 差分 算 子 ， 
FAEN fD = rr) ah) 
Vif,—VfG)—Vf(,-h) (8.35) 
—fGu)-2fG,- B) fr 28) 
相应 的 函数 了 的 向 后 播 值 多 项 式 为 
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p = P Cyl BLU (8. 36) 
这 里 是 用 上 个 插值 点 。 辅 助 变 量 : AFRE: 





























M l (8. 37) 
相应 地 有 
SiL pete, Uo stm e n (8. 38) 
| | 是 广义 二 项 式 系数 ,可 表示 为 
jee (8. 39) 
Jdistl mI pA G. 33) 式 ,得 
scam [pent 
RA. (I NES n 
maD ICD p jaga" 
此 式 可 写成 
Eaa = T, HANV f, (8. 40) 
其 中 
E isi 1 | 
Y. J. rat 1 » dz 
ti -1 
= 站” le (8.41) 
路 去 推导 过 程 ,直接 给 出 Y. 所 满足 的 递 推 关系 如 下 : 
YEN erae 5-1 (8.42) 
将 差分 公式 (8, 34244 A (8. 40025, 8 可 得 用 有 函数 什 来 表示 的 计算 公式 ， gp 
Zati T Ea = Vf, 
— aS, Xo pi | 
-Mc D'Y, | |. 
=A DONAHUE 
该 公式 可 简化 为 
Zar) = XQ h S Pufa &-—l1.2.se (8. 43) 
其 中 
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B= cvs IM a - c »t[ uu a poem ^r malouan 
(8. 40) 式 和 (8. 44) 式 分 别 为 用 后 差分 和 右 函 数 表达 的 Adams 衣 步 显 式 公式 ,计算 ausu 
Eg. 共用 到 前 k "Tb f, arista peg t els 上 的 Rr EELEE A 值 。 
(DAdams BRAN 


对 所 给 微分 方程 (8. 1) 两 端 从 二 - Pe RERA E 








zr — xc N fa ri) (8. 45) 
与 前 面相 同 , 仍 于 /的 后 差分 表示 插值 公式 ,给 出 
X, — X. yo (8. 46) 
仿照 显 式 公式 的 推 叶 过 程 , 且 上 标 改良 统一 一 形式 , 即 得 Adams 隐 式 公式 如 下 ， 
Zel = 2y EAR. Do R-—L2e (8. 47) 
&i-c v |z (8. 48) 


而 六 满足 下 列 递 推 关系 ， 


l, m=0 
Yat tyi tė ly. "E UEAXXI y=] 


= (8. 49) 
0, m0 
YS QYT Ot, 5 7. 之 间 有 如 下 关系 ， 
2) =m  m-0..2e (8. 50) 
Adams 陷 起 公式 党 与 显 式 公式 联合 使 用 , 即 由 Adams 显 式 公式 提供 一 个 近似 值 9, 





BI fi fA CPEO ,再 用 隐 式 公式 进行 校正 (CE), 从 而 得 到 所 需要 的 rz,+, 值 。 这 一 联合 使 用 的 方法 
就 称 为 预 估 - 校 正法 ,简称 PECE 算法 。 对 于 受 摄 二 体 问 题 ,可 针对 运动 方程 的 特点 ,将 右 函 数 
分 解 为 主要 《 即 中 心 引力 加 速 良 ?和 次 要 ( 即 摄 动 加 速度 ) 两 个 部 分 ,前 者 是 校正 的 主要 * 内 容 ”， 
这 种 方法 又 称 为 部 分 预 估 -校正 法 ,简称 PECE 算法 。 


RE Yaa 和 Bar, 局 的 计算 ,在 计算 机 上 是 很 容易 实现 的 ,这 里 为 了 某 种 需要 ,给 出 直到 
12 阶 ( 步 ) 的 系数 7 和 7 IG 0,1. 1D, LE 4L 















































Ha Hy 
CC 
mi 0 1 2 3 4 5 
y i 1 5 3 251 95 

^ 2 12 8 720 288 
d Ld. ED .19 3 
Ya l 2 12 54 720 160 
m 6 7 8 9 10 131 
y 19087 36799 1070017 25713 26842253 4777223 
" 60480 120960 3628800 89600 85800320 17418240 
y: . 863 1375 33953 8183 3250433 _4671 
60480 120960 86285800 1036800 479001600 789480 
— 
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2. Cowell 方法 一 一 Stomer 公式 和 Cowell 公式 


Cowell 方法 是 1910 年 由 Cowell 和 Grommelin 在 预报 哈雷 赴 星 回归 的 工作 中 提出 的 11， 
它 是 求解 下 列 二 阶 方程 初 值 问题 
xr-—f.t) 
Tito) = Egs ry) =F; 
的 线性 多 步 法 ,该 汪 阶 方程 的 特点 是 右 函 数 不 售 速度 ,而 仪 需 考虑 引力 作用 的 天 体 送 动 方程 
正 是 如 此 。 所 以 ,Cowell 方法 曾 是 天 体力 学 有 关 问 题 常 采用 的 一 种 数值 方法 。 在 每 一 步 计 算 
中 ,只 需要 直接 给 出 es 而 不 必 去 算 zx, 这 比 将 二 阶 方程 (8, 51) 写 为 一 阶 方程 组 后 用 Adams F 
法 求 数值 解 要 简便 些 。 
用 于 初 值 问题 (8. 51) 的 线性 多 步 法 计算 公式 与 (8. 31) 式 不 同 ,其 一 般 形式 为 
Enpi Fr yan ac bm ras m GF a Bf ac den ESL (8. 52) 


(8.5D 


或 写成 
Das EDPS (8. 53) 


通常 设 =l, CAG: | 8.10, 
(DStomer BRAR 
对 问题 (7. 51) 的 微分 方程 求 积 分 ,得 


rG) = r0) H f Farde (8. 54) 
由 积分 该 式 两 端 ,分 别 从 t, PUOI 2 UBL 6 FUR e. oF 


tU) = x( 十 hz(,) 十 r Fr) de? 


Th) = zr — hr(n) «D | JG, xt ))di? 
由 这 两 式 即 可 消去 iG), 最 后 得 一 等 价 的 积分 方程 , 即 
Titar) — rlt, )ÓdzG,. 0 
2 f ÁG rade +f f Fr de (8. 55) 


用 插值 多 项 式 代替 被 积 函 数 ， 即 可 给 出 离散 化 后 的 数值 公 UA. RM Adams 显 式 公式 的 推导 过 
程 ,可 得 


k | 
T 2an + x2 — A! Sa yn f, (8. 56) 
其 中 
“= c D" a -o ~g [ E 
40 m i | AI 


fit, 
DEO | 
由 此 积分 可 给 出 系数 o db est, 
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(8. 57) 





05—1 








2 2 
n=] 3 ao 1 ges 


2 
mrt "mag 
-:i-MNGi qo“ hii) O m- 1 m=], 2p" 
Eep A 是 调和 级 数 的 前 : 项 的 部 分 和 ,外 
E 


由 后 差 公式 (8. 340 ,可 将 (8. 56) 式 改写 成 用 右 函 数 表达 的 形式 ， 





ic 2r, 二 £ni — je, 之 一 "i DE 


in-u 








-rS » Xe, ar 
多 可 简写 为 
Xa — 2an H r, Qm A! Ya Me k=l, 2 
其 中 
w- cav 
= Dl N NEL D 








(8. 56) 式 和 (8. 60 CIT Stomer 显 式 公式 。 
(2?2Cowell 隐 式 公式 
仿照 建立 Adams 隐 式 公式 的 方法 ,容易 给 出 
*—1 
一 Ran 17b x, = KY o vf, 


mot 


其 中 | . ou 
e = caf c od MEI - E 


s: EXE LIEBT. oz 有 与 mw 类 似 的 递 推 关 系 ， 
65 —] 
2 


LE Ut na pnto 


2 
hor — 
20-1 4 


3 


y 一 


E 2 2 = e 
一 M Gf m-1,2, 


HA 
On On Om] 


应 的 用 有 函数 表达 的 Cowell 隐 式 公式 ( 改 用 与 显 式 同样 的 下 标 ) 为 





zai 2r, + xa — S eb fn k= 12e 


i-ü 


其 中 





(8. 58) 


(8. 59) 


(8. 60) 


(8. 61) 


(8. 62) 


(8. 63) 


(8. 64) 


(8. 65) 


(8. 66) 
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5 一 1 | 


aj = (— Ee 


i 


中 < iL dj 


i&—1 
= D+, Jaci + ee | |a] (8. 67) 


同样 ,可 将 显 式 公式 与 隐 式 公 \ 式 联合 使 用 ， 建立 预 信 - sm. 这 就 构成 了 一 个 党 整 的 
Cowell 方法 ,又 你 为 第 一 Cowell F, Cowell A Crommelin 还 推荐 了 用 二 次 积分 的 方法 ,也 
称 第 二 Cowell 方法 ,但 与 第 一 Cowell 方法 相 比 ,并 无 特点 ,通常 采用 的 还 是 第 -Cowell 方 
法 ,因此 就 简称 Cowell 方法 。 

为 了 基 种 需要 ,这 里 也 给 出 直到 12 阶 的 系数 ro 各 oi (Gn 0.1 1D RU 5。 


















































表 5 on Ao É 
—— m 
m 8 i 2 3 1 3 
1 1 19 3 
om 1 a 12 12 240 10 
1 1 1 
Sn 1 d 12 ? 240 240 
m 6 7 8 9 10 u 
s 863 825 237671 229124 3250433 60723 
= T2096 12096 3628800 3628800 53222400 1025024 
» 221 19 9829 8547 330157 24377 
m 60480 6048 3628800 3828800 159667200 13305600 


3. Adams-Cowell 方法 


k BTOB] & 4P) Adams 公式 的 局 部 截断 误差 是 OCA. Cowell ARAE OCGY*' 2, [S gl 
Cowell 公式 比 同 阶 的 Adams 公式 精确 。 但 是 ,天 体力 学 在 发 展 ,考虑 的 因素 不 断 增 多 o ERE 
中 出 现 xz, 而 县 即使 纯 引 访问 题 ,有 时 也 要 给 出 z, 例 如 人 入 井 地 球 卫星 有 摄 星 历 表 的 计算 ,就 会 
出 现 上 述 两 种 情况 ,这 就 有 必要 将 Adams 方法 与 Cowell 方法 联合 使 用 。 

考虑 初 值 问 题 

zen (8. 68) 

X= LE = To 

可 将 方程 (8. 68} 看 成 z 的 一 阶 方程 ,由 Adams 公式 提供 z, 而 同时 用 Cowell 公式 计算 x, 这 比 

单纯 用 Adams 方法 有 效 。 这 种 联合 使 用 的 方法 就 称 为 Adams-Cowell 方法 ,在 天 体 ( 包 括 自然 

天 体 和 人 造 地 球 卫星 ) 的 精密 星 历 天 计算 中 常 被 采用 。 具 体 应 用 时 , 亦 是 采用 预 估 -校正 法 , 即 
显 式 公式 与 隐 式 公式 相 结 合 。 




















4. 几 种 方法 的 计算 情况 


对 于 此 步 法 ,必须 知道 k TERA: r,- tTa ki 2er 7T BEBE IUE. 首先 就 
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要 碰 到 一 个 “起步 ”问题 ,通常 采用 两 种 方法 ; … 是 由 单 步 法 (如 精度 较 高 的 RK 方法 ) 提 供 起 步 
值 , 另 -方法 即 由 多 步 法 本 身 通 过 迭代 来 解决 。& 步 法 还 有 一 个 “结束 ”问题 , 即 计 算 的 "终点 ” 
问题 ,就 是 说 ,要 计算 的 各 时 刻 1cg==1,2,…) 一 般 并 不 在 步 点 Cn 二 1,2,"…) 上 。 这 也 可 用 两 
种 方法 来 解决 ,一 是 多 步 法 的 插值 公式 , 另 一 种 方法 即 与 起 步 相 配套 ,用 同一 单 步 法 米 完 成 * 最 
后 "一 步 计 算 , 此 时 对 应 的 声 一 志 < 站 是 多 步 法 的 积分 步 长 ,这样 的 处 理 还 是 极其 篇 便 的 。 
这 里 将 采用 RK 方法 起 步 , 结 束 ,对 几 种 线性 多 步 法 给 出 一 些 算 例 , 以 显 杀 这 些 算法 的 精 
度 与 稳定 状 沈 ,从 而 说 明 多 步 法 的 阶 { 即 步 ) 与 精度 高 低 、 稳 定 但 度 的 某 种 关系 。 
算 例 是 取 轨 道 变 化 比较 明显 的 两 种 人 人造 地 球 卫 是， 基 测 地 卫星 Lageos, 另 一 个 是 一 般 
的 周期 为 2* 的 近 地 卫 星 or S X: 
1; — 0,1 — 225". 0.2— 0. 004,72 — 1097. 9, — 45". 0,w=45". 0, MW=0°.0 
tn=0 T=120", 0,0—0. 10, :—50.0, £—50". 0. —50(. 0, M—UU. 0 
由 于 轨道 侦 心 率 不 大 ,可 用 固定 步 长 进行 计算 。 考 虑 三 种 方法 , 即 Adams 预 估 -校正 法 ( 记 为 
AD-pece), Adams-Cowell Hifk GEH AC-pe) 和 参 估 -校正 法 ( 记 为 AC-pece)。 基 本 变量 取 * 
和 r ,计算 无 梳 运动 和 受 摄 运动 两 种 情况 ,后 者 指 地 球形 状 主要 带 谐 项 (JJ Oi. 对 于 
这 种 天 体 的 运动 ,计算 精度 的 高 低 ,证 要 由 沿 迹 量 CM 十 ww) 的 误差 大 小 ACM 十 w) 来 体现 ,其 结 
果 分 别 列 于 志 6 和 表 7。 积 分 步 长 都 是 每 轩 取 100 步 。 
Es 100 BB AGM 十 ww) (Kepler 运动 ) 


















































































































































Lageos 2^Satellite 
order AD-pece AC-pe ` AC-pece AD-pece AC-pe AC-pece 
8 4. 3E-7 1. TE-6 4. 9E-8 ð. 7TE-5 2. 3E-5 0. 6E-6 
9 1. 4E-7 5. 6E-7 2. ]1E-8 2. 2E-6 0. BE-5 | 3. 1E-7 
10 1 1.6E-9 0. RE- 1. 8E-10 i. TE-7 0. 5E-6 1. 8E-8 
lj 4. 4E-10 2. 2E-9 1. 7E-13 1. 4E-8 2. 4E-8 1. 4E-10 
" 12 P 0. SE-8 2. 2E-11 * 2. 6E-8 i. 3E-9 
i3 T * 4- 3E-16 0. 9E-10 * 2. 4E-8 5. 1E-10 
^H T * * 1. 7E-10 x * 0. 8E-10 
i5 * P 4. OE-10 m * 4. OE-10 
i 16 * * 3. OE-10 * * 3. 0E-10 
17 * * 1. GE-9 * * 0. 9E-9 
IR * * 2.1E-9 * * 2. 2E-9 
L _ 一 

18 * x 0. 9E-9 * * 0. SE-9 

20 d x x x * * * 
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表 7 100 图 的 ACM o0 CE BED 
mCP-—————————————— 
























































Lageos 2"Satellite 
order AD pece ^ ACpe | /——— ACpee | | ADpee ——— AC-pe AC-pece 
8 4. AE-7 1. TE-6 5. OE-8 1. 0E-6 1. 0E-5 1. 0F-7 B 
9 1. 4E-7 9. 5E-7 2.1E-8 2. 2E-6 9. 8E-5 3. OE-7 
i 0 1. 7E-9 ES 2. 2E-10 1. SE-7 0. 7E-6 2. 2E-8 m 
il 4. ]E-10 2. 0E-9 1. 0E-10 i. 6E-8 z. GE-8 0. 5E-9 
2 * 1. 0E-9 2. 3E-11 * 4. 4E-8 1. BE-8 
^a l " 4. 2E-10 3. 9E-11 * 1. SE-8 3. 9E-10 
Mop * * 1. 5E-iü * * 3. 5E-11 
15 * * 3. 4E-10 * * 4. 6E-10 
ë * * 2. TE-10 * * 2. SE-10 
17 * * 0. 3E-9 * * 0. 8E-9 

















3 6 RUE 7 分 别 列 出 了 三 种 方法 从 8 阶 到 20 Er CIL3E P3386 — $5 orde pit AN., xp 
* 表示 发 散 , 如 果 步 长 上 减 小 ,发 散 情 况 将 改变 。 由 此 不 难看 出 如 下 三 点 : 

(1) Adams-Cowell 方法 显然 优 于 单纯 的 Adams 方法 , 秘 估 -校正 法 也 明显 地 比 单 纯 的 预 
估 法 好 。 

(2) 多 步 法 的 阶 数 合 高 ,要 使 其 稳定 , 则 对 计算 步 长 有 所 限制 。 

(3) 对 于 AC-pece 算法 ,精度 并 不 是 随 方 法 的 阶 数 增高 而 增 商 ,这 与 稳定 性 有 关 { 即 误差 
的 增长 问题 ), 在 受 摄 情 况 下 ,一 般 是 12~14 阶 较 好 。 


5. KSG 积分 器 


这 是 Krogh-Shampine-Gordon 三 位 作者 在 Adams-Cowell 方法 基础 上 稍 作 改进 给 出 的 一 
种 定 阶 , 定 步 长 多 步 积 分 融 中 ,简称 KKSG 积分 器 ,其 算法 与 Adams-Cowell 方法 不 同 之 处 在 于 
校正 过 程 相 当 简 单 。 
仍 讨 论 初 值 问题 (8. 58) ,相应 的 预报 公式 为 : 
Er = En HAE EA Ma QVI.) 
MEA (8. 69) 
fam—Ó dh D bra CVT 
其 中 计算 位 置 x 的 公式 与 Cowell 方法 的 相应 公式 (8,56) 有 点 差别 ,这 里 用 c, 代替 了 (x 一 


7。1)/h。 引 用 后 差分 公式 (8. 34) ,上 式 即 可 改写 成 右 函 数 表 达 的 形式 , 即 ; 
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k- L 
r-i =r, tht th Sai al 
iĝ 


上] 
一 十 和 Bafa { | 


i=0 











k f j—1 
am CD j| I a, 
4 illS Di 
A EET Fk 
cari jat , jet p e 
+ i ;— |i 
BD | B, 
了 3 一 (十 上 ! 
d 十 1 一 1 
= Buck I Ber I L2 





Ep a8, Gi —-1.2, 7 DWTS 
Wj Ei BSE (j=1.2.k) 


和 
2,—8;,,—1/2, P= 二} | 
dO B=g; (j—1,2,3,*-, 8) 
Eilg! (y=] 2 二 2) 
£j Erie FETE (j—2,3, k+l) 


这 里 7 取 到 十 1 是 为 了 下 面 校正 公式 中 所 需要 的 。 上 列 系数 e 与 8 有 如 下 关系 : 


a= jB P) 





校正 公式 为 ; 
Tap = tin ho uU ) 
= rf dTA6G0074—d4) 
Tt = RA CV) 
= FAP CU Tdi) 
4-1 
d, 一 IAS 
i-o 
£ j—1 
YR = | 
jen 
NT ud P 
sove] m) 
其 中 


天 一 Fr 


和 和 zh 是 预报 值 。 


(8, 


(8, 


(8. 


(8. 


(8. 


(8. 


(8. 


(8. 


(8. 


70) 


71) 


72) 


73) 


74) 


75) 


76) 


77) 


78) 


事实 上 ,Coweil 方法 正 是 针对 不 显 含 过 的 二 阶 方程 直接 计算 >, 相 应 的 公式 (8. 56) 中 不 出 
现 志 ,局 部 截断 误差 比 相应 的 解 一 阶 方程 组 的 同 阶 Adams 算法 小 ,而 KSG 积分 器 针对 必须 计 
算 守 ,用 代替 和 xz 1 就 局 部 截断 误差 耐 证 ,这 显然 是 不 可 取 的 。 但 是 , 它 的 校正 过 程 特别 
简单 , 既 省 机 时 叉 能 减 小 会 入 误差 的 累积 。 对 于 字 长 不 太 长 的 计算 机 ,闭合 入 误差 的 累积 超过 
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局 部 截断 误差 的 累积 ,那么 KSG 积分 器 将 会 优 于 Adams-Cowell 方法 :反之 , 背 截 断 误差 的 累 
积 占 主导 地 位 , 则 KSG 积分 器 的 精度 要 比 Adams-Cowell 方法 差 ,此 时 它 仅 能 保留 计算 简单 
而 省 机 村 的 优点 。 因 此 ,本 节 专 门 介 绍 KSG 积分 器 的 目的 ,并 不 是 着 眼 于 精度 的 高 低 , 而 号 想 
让 读者 了 解 在 不 同 的 计算 “环境 ”下 ,可 选择 不 同 的 算法 ,KSG 积分 器 就 是 一 例 。 目 前 ,还 是 有 
一 些 工作 (特别 是 人 人 卫 精密 定 轨 ) 采 用 KSG 积分 器 。 

为 了 证 实 上 述 论断 ,下 面 给 出 具体 算 例 , 仍 以 Lageos 卫星 的 无 摄 运动 作为 计算 背景 ,分 别 
在 Sun 工作 站 和 Cray 机 上 采用 AC-pece 算法 和 开 SG-pece 算法 ,计算 结果 列 于 表 8。 两 种 算 
法 均 为 10 阶 , 且 每 轿 ( 对 应 无 摄 运动 周期 了 ,} 取 100 步 。Sun 工作 站 的 双 售 字 长 为 10 进 制 15 
位 有 效 数 字 , 而 Cray 机 只 能 用 单字 长 ,只 有 13 位 。 

ms 两 种 算法 的 沿 迹 误差 ACM 十 w) 
































机 器 | 方法 ]00€T,) 1000CT4) 10000(T;2 30000€T.) 
小 - -一 - 
AC 1. 9E— 10 2. 4E — 08 2. 5E — 06 2. 2E — 05 

Sun - 
KSG 2.]E— 09 2.1E -07 2. 1E— 05 1. 9E - 04 
AC 4. 2E — 08 4. 2E — 06 4. 2E —05 3. 7E — 03 

Cray 

KSG 1. 8E — 08 1.9E— 06 1.8E —04 1. FE- 03 





从 表 中 列 出 的 结果 可 以 铺 楚 地 看 出 ,对 于 Sun 工作 站 , 售 人 误差 不 重要 , 故 AC-pece 算法 优 十 
KSG-pece 算法 s MBZ YE Cray 机 上 ,后 者 则 不 比 前 老 差 ,所 用 机 时 也 明显 地 少 于 前 者 。 

关于 线性 多 步 法 ,近年 来 又 出 现 了 对 于 Hamilton 系统 比较 有 效 的 对 称 算法 "1, 作 者 先 
后 给 出 了 2,4,6,10,12 和 14 阶 计算 公式 ,后 叉 在 此 基础 上 加 入 了 减 小 会 入 误差 的 ADD A 
法 下 ,并 在 动力 天 文 的 研究 中 初步 得 到 应 用 。 


8.4 变量 的 选择 与 相应 的 基本 方程 


求解 天 体 运 动 方程 ,基本 变量 的 选择 是 否 恰当 ,会 影响 整个 计算 效率 .对 于 受 手 二 体 问 题 ， 
通常 有 三 种 选择 : 

(IT) 运 动 天 体 的 位 置 笑 量 > 和 速度 矢量 r SCREBCUBGRDEUH I -ARE CREATA 
二 体 问题 e EXE — RN. 体 CN 尝 3) 问题 和 限制 性 三 栖 问 题 中 也 常 被 采用 。 

CARRAR S n Ac BE w 和 相应 的 速度 矢量 , 即 

u-—r-—r,, ü—r-r, (8. 79) 

其 中 x 和 rr 对 应 参考 轨道 ,这 在 第 二 章 中 曾 提 到 这. 关于 参考 轨道 ,最 简单 的 选择 是 将 它 取 为 
运动 天 体 对 应 的 无 接轨 道 。 , 

《3) 在 一 定 条 件 下 ,用 运动 天 体 的 加 道 根 数 ORRE RE LERDE URGERE 

下 面 分 别 介绍 这 三 种 选择 和 相应 的 运动 方程 ,以 及 它们 在 实际 应 用 中 的 有 关 问 题 ，。 
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riir 作为 基本 变量 


初 值 问题 为 
r=F(r,F,t) 
r(t)—r, , r(t)—r, 
对 于 AN EE rrr VRR N TOK ESSE ER SE BERUNDEHEL TAR DUKIRDISU , 右 
RRF 可 分 成 两 部 分 ,中 


(8. 80) 


F—F,ir)- FCrir.it;e) + 8€] (8. 81) 
其 中 
F,— —GOMPH D (8. 82) 
ditas BUE RE M Lm 各 为 中 心 天 体 和 运动 天 体 的 质量 ,而 F BESIDE. 
采用 这 种 变量 的 原因 很 明显 JERAR F 的 形式 简单 ,而 计算 效率 的 高 低 , 往 社 取决 于 
右 函 数 简 单 与 天 ,这 种 选择 的 缺点 是 右 水 数 包含 无 拉 部 分 ,变化 快 ,在 -- 定 精度 变 求 下 ,积分 步 
长 往往 被 限制 得 较 小 。 


2.u 80u 作为 基本 变量 


对 于 这 种 变量 ,相应 的 初 值 问题 为 


i 
=— {p THE) EF Qro Et (8.83) 


utt.) =s n) = 
其 中 SGM n0 初始 条 件 m 和 ms H: 
Woro—r(tto), usn rS) (8. 84) 
XX E A5 OEOBUCRZERELDL urs m r/r AR nOn OB 
Hus—0, im 一 日 

在 上 述 选择 下 ,对 于 同一 精度 要 求 ,其 积分 步 长 显然 可 以 取得 比 第 一 种 情况 大 。 但 每 一 步 要 增 
加 参考 轨道 是 历 表 的 计算 , 而且 当 摄 动 变化 较 快 时 ， ZSGERSOURAR, 即 逐 段 校正 参考 
轨道 ,这 将 导致 不 断 初始 化 的 问题 。 

既然 是 计算 摄 动量 ， 那么 可 直接 采用 轨道 杭 数 作为 基本 变量 ， 这 就 不 会 出 现 每 一 步 还 要 计 
算 参 考 轨 道 的 问题 。 


3. 轨道 根 数 o 作为 基本 变量 
此 时 , 初 值 阅 题 的 提 法 是 : 


0 一 FootieE)》 ， el 


aLr) =o 


(8.85) 
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如 果 = 取 为 六 个 常用 的 Kepler 4838 0.620 o M, HERH — Ret 3m 33 A EER CÓ 28 — 
E 2.2) EER FEDERER RR 了 表示 成 轨道 根 数 的 形式 /(c,rss), 那 么 ,其 具体 表达 式 显 
然 比 较 复 杂 , 特 别 当 存在 多 种 摄 动因 素 时 ,就 更 加 如 孙 .。 为 了 适用 数值 方法 ,这 里 介绍 -种 变革 
的 选择 和 相应 的 方程 右 消 数 的 表达 形式 。 

c asesi Rw E H E RS ME : EDEA T EEA TX EI RIAAN LEE fS dE 
Kepler FERRI. EHARA Sore H SR — PUE EE H 机 (rr 的 形成 ,具体 
形式 如 下 : 







































































de = = FeCSsin f 4-Tcos /) --T ] 
n —£e 
— a 
= “CTSsinf +Teosf) +TeosE] 
di rW | 
ài ; —3 eos ( +a) 
na le > (8. 86) 
22 [| sme re 
dé ^ aat v1T—es sinë 
dw EJ . 
di =| dr], dt 
dE apr, yp] de inE 14 1— 2. 
d VU 1 e ,tsinE Y] "— 
[Se] eL Ar C sene Tan 
| dr], nae ]—e (C— Scos £T sin) + TsinE ] (8. 87) 


Hp a= V sac, 6—GIOMT gD 而 sinf f cos 8[ Bj sinE WI cosE iH, Hil. 

rsinf—a «/1—2^sinE 

rcos f --a(cos E —e) (8. 88) 

r-—a(l-—ecosEÉ) i 
如 果 偏心 率 ese0, 则 变量 忆 可 改 为 巨 +w, 相 应 的 中 (到 十 w) 的 右 函 数 不 再 出 现 上 这 种 因子 。 关 
于 该 问题 ,在 第 五 章 中 已 介绍 过 。 妊 下 的 问题 是 加 速度 分 最 3,T:, 如 何 由 FF 形成 ? 

根据 第 二 章 2. 2 中 的 论述 ,可 知 ; 
S-F,*r, T=F +i, W=F*w (8. 89) 

其 中 7,t,w 分 别 为 径 向 ,机 商 , 轨 道 面 法 向 单位 矢量 ,有 : 

r—cosuP , -sinuQ, 

f= —sinuP , --cosuQ, i 

w=r Xt 
其 中 4 二 f+w。 这 里 为 了 计算 方便 ,采用 单位 矢量 Pom. ,而 不 是 第 一 章 中 的 户 和 外 ,其 开 
达 式 不 难 给 出 , 即 


(8. 90) 





cosd? —sin(2 cosi 
P.—isinQ| , Q.—| cost? cosi (8.91) 
o sini 











相应 地 有 
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sind? sini 











rXi—P,xQ,-|-—cosQ sini (8.92) 
COS 
r 和 7 的 计算 公式 则 变 为 
r—rr 
ÍT gallice (8. 93) 


[t Acme) 
E 


r 


A E38 363 5t n] DUBTE HUE I ATRAER ECRIRE EA EZ IESUS FERONT 
Xr nr fp im ARR TL fe de ep HERR CRI Egan 5. ROG CRUCE BÉ KCN RES 
TRTE FANA, DE kf EE SEL EI F 本身 就 比较 复 共 .第 一 种 选择 中 的 下 
或 整个 下 的 计算 量 , 与 方程 (8. SO ARAA EEM, AE F 到 5S,T,W 的 转换 ， 
而 这 一 步 转换 相对 所 的 计算 基 所 占 的 比例 甚 小 。 但 这 种 形式 的 方程 积分 步 长 可 以 取得 大 些 ， 
整个 计算 量 反 而 减 小 ;车 取 相 同步 长 , 则 局 部 截断 误差 明显 地 减 小 ,计算 精度 将 会 提高 。 因 此 ， 
选择 轨道 根 数 作为 自 变量 ,在 摄 动 加 速度 F 本 身 复杂 的 情况 下 ,还 是 有 其 实用 价值 的 。 

对 于 动力 和 天文 的 醋 究 ,在 引用 数值 方法 求解 运动 方程 时 , 除 上 述 恋 量 的 适当 选择 外 .还 会 
遇 到 一 些 天 体 运 动 所 特有 的 问题 。 其 一 是 N 体 问 题 中 两 天 体 的 相互 接近 , 受 摄 二 体 问 题 中 运 
动 天 体 在 大 偏心 率 轨道 上 的 运动 ,都 将 涉及 到 变 步 长 问题 ,这 对 多 步 法 是 不 利 的 .关于 该 问题 . 
将 在 下 一 节 (8.5) 中 讨论 。 另 一 个 是 误差 累积 问题 。 对 于 短 弧 计算 ,精度 主要 取 决 于 截断 误 益 
的 累积 ,不 论 单 步 法 还 是 多 步 法 ,只 要 方法 的 阶 数 稍 高 ,积分 步 长 不 太 大 ,完全 可 以 保证 精度 。 
但 对 于 长 期 演化 的 “跟踪 ?计算 或 长 弧 定 轨 问 题 则 不 然 ,误差 的 累积 将 成 为 严重 问题 ,而 几乎 所 
有 传统 的 数值 方法 都 存在 人 工 耗 散 , 它 使 得 能 量 ( 或 轨道 半 长 径 4) 误差“ 线性 "增长 ,从 而 导 敏 
运动 性 质 被 焉 曲 , 计 算 失 真 ,或 沿 迹 误差 快速 增长 ,最终 无 法 满足 精度 要 求 , 在 人 造 地 球 卫 星 长 
MJER 10 多 年 ) 精 度 定 轨 中 ,往往 使 迭代 过 程 发 散 。 关 于 这 一 问题 的 理论 分 析 人 以 及 如 何 给 
出 相应 的 算法 ,以 使 所 研究 的 问题 能 保持 整体 的 几何 结构 (特征 ), 将 在 下 -- 章 中 介绍 ,而 本 章 
将 从 定量 角度 ,在 8.6 和 8.7 两 节 中 分 别 介绍 两 种 不 同类 型 的 提高 精度 的 算法 。 











8.5 步 长 均匀 化 问题 


在 NC(N 空 3) 体 间 题 中 ,有 一 实质 性 奇 点 , 即 碰 擅 奇 点 。 对 于 单 重 碰撞 ,可 以 采用 小 规 化 方 
法 消除 这 一 奇 点 中。 不 过 ,这 是 指 质 点 碰撞 , 仅 在 理论 研究 中 出 现 。 而 常 遇 到 的 是 两 天 体 接 
近 碰 撞 的 情况 ,如 限制 性 三 体 问题 中 ,小 天 体 与 两 有 限 天 体 之 一 极其 第 近 时 的 状态 , 受 摄 一体 
问题 中 运动 天 体 在 太 偏 心率 轨道 (例如 发 射 24* 地 球 同步 卫星 的 过 湾 轨 道 ,e 六 0.7, 人 金星 轨道 
器 PVO 的 轨道 ,e 一 0. 843) 上 处 于 近 星 点 葛 和 运动 状态 ,都 因 它 们 与 主 天 体 或 中 心 天 体 相互 接近 
而 引起 加 回 度 的 急剧 增 大 ,尽管 未 发 生 磁 擅 ,但 从 数值 解 的 角度 来 看 ,在 这 种 状态 下 ,相应 的 积 
分 步 长 需要 迅速 地 改变 ,尤其 在 定性 研究 中 ,如 果 处 理 不 当 , 不 仅 影响 解 的 精度 ,而 且 有 可 能 人 
为 地 导致 运动 性 态 的 改变 ,使 结果 失真 .即使 在 原 方法 基础 上 尽量 调整 步 长 ,以 确保 计算 精度 ， 
或 不 出 “错误 ”, 但 毕竟 不 方便 ,尤其 是 多 步 法 。 这 一 问题 可 引用 正规 化 方法 中 的 自 变 量变 换 加 
以 解决 ,当然 ,同时 进行 变量 变换 显得 更 加 完善 ,可 这 将 使 整个 计算 复杂 化 , 实 无 必要 。 下 面 将 
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就 受 报 一 体 问 题 ( 限 制 性 基体 问题 中 小 大 体 仅 在 一 个 大 天 体 附 近 运 动 亦 属 此 类 ?进行 具体 讨 
iB. 

AFLE, MIL PAP BEAR AR PIDEN: 

d p, Pl (8.90 

s BE Pp REDE EE. 由 恋 换 关系 (8. 94) 式 不 难看 出 ,对 Fs 而 言 , 步 长 取 为 常数 时 , 原 
HEERE: 对 应 的 却 是 变 步 长 CREF A 的 太 小 来 调节 。 因 此 ,正规 化 方法 中 的 目 变 量变 
HB. 94) 式 实际 上 是 一 个 时 间 尺 度 的 变化 , 它 上 起 到 步 长 均匀 化 的 作用 。 

3] HAE SR C. 94) 可 有 两 种 方式 ,下 面 分 别 介 绍 。 



































| 基本 变 最 仍 用 + 和" 


对 于 初 值 问题 (8. 800 ,变换 后 的 基本 方程 为 





dr  ,. 
ds 
I: (8. 95) 
其 中 下 即 原 运动 方程 (8. 80) 的 右 函 数 。 
2. 基本 变量 改 用 > 和 + 一 dr/ds 
林 难 导出 基本 方程 的 形式 为 
dr — , 
ds "^ 
d'r dr -— up rl. 
dé ds TEO (8. 96) 
dio, 
ds 
其 中 
r' =r e ©) (8. 97). 


对 于 定性 研究 ,车 不 需要 知道 对 应 的 原 时 刻 :, 那 么 上 上述 次 种 情况 均 可 删 去 di/ds n^ 这 
一 方程 。 前 一 种 形式 直接 给 出 r(s)，,r4G) ,而 后 一 种 直接 给 出 的 是 rts) ,rs) ,再 由 
rs)=r' Gr (8. 98) 
可 给 出 所 需要 的 速度 矢量 r。 显 然 ,形式 (8.95) 的 计算 过 程 比较 简单 ,其 右 项 数 与 原 运动 方程 
的 右 函 数 仅 差 一 个 因子 *。 但 是 ,这 种 形式 仅 适 用 于 单 步 法 和 解 一 阶 方程 组 的 多 步 法 (如 
Adams 方法 ), 若 用 Adams-Cowell 方法 ,必须 采用 第 二 种 形式 (8. 96) 。 
此 长 均匀 化 的 关键 在 于 时 间 变 换 因 子玉 中 参数 户 的 选取 . 尽管 在 二 体 问题 和 限制 性 三 体 
问题 中 , 取 p=1 或 2, 都 可 以 消除 碰撞 奇 点 ,但 对 给 出 完整 胃 道 的 数值 解 而 言 ,要 德 整 个 积分 
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过 程 中 步 长 保持 不 变 , 就 不 那么 简单 了 ,本 章 参 考 文献 [11] 中 曾 作 过 较 全 面 的 讨论 , 作 彰 也 对 
参数 了 的 具体 选择 作 了 一 些 探索 .研究 表明 :对 于 受 摄 二 体 何 题 , 引 用 方程 48. 95) 时 , 取 pp 一 37 
2 最 佳 ,而 引用 方程 (8. 96) 时 , 则 到 1 为 最 佳 7。 


3. 计算 结果 及 其 分 析 


为 了 表明 上 述 起 长 均匀 化 方法 的 有 效 性 ,以 金星 轨道 器 PVO( 偏 心率 e— 0. 843) 的 无 摄 运 
动 为 例 , 积 分 1000 图 看 其 效果 ,计算 结果 ( 沿 迹 误差 ) 列 于 表 9。 表 中 1s 表 庆 无 摄 运 动 周 期 ， 
Th 表示 每 圈 积 分 步 数 ,积分 器 类 型 (type) 这 一 栏 的 RK Æ Runge-Kutta 单 步 积分 器 ,AD 是 
Adams 型 多 步 积 分 器 ,AC 是 Adams-Cowell 型 多 步 积 分 右 ;RK, A AD, 分 别 为 对 RK 和 AD 
积分 器 采用 了 时 间 变 换 的 步 长 均 名 化 技术 ,对 应 基本 方程 (8. 95) ;而 RK,2,AD,2 4$ AC, 则 分 
器 对 应 基本 方程 (8. 96). 

数值 结果 表明 , 步 长 均匀 化 方法 确 是 有 效 的 ,对 于 如 此 天 的 偏心 率 , 积 分 步 长 也 可 以 * 固 
定 ” 不 变 , 它 不 仅 保证 了 计算 精度 (注意 , 表 9 中 列 出 的 RK 这 一 行 ,未 引用 步 长 均匀 化 方法 ,而 
是 采用 了 小 步 长 ,每 图 800 76 ,结果 仍 较 差 ) ,而 且 十 分 简便 ,尤其 对 多 步 积 分 器 更 显 未 出 它 的 
方 仅 之 处 。 这 一 步 长 均 久 化 方法 ,对 于 其 它 大 偏心 率 轨道 等 类 似 运动 的 积分 问题 ,当然 也 是 适 
用 的 。 计算 结果 还 表明 ,对 于 不 同 的 积分 器 ,不 癌 的 偏心 率 ,效果 是 有 差别 的 ,这 与 参数 p agit 
择 以 及 各 积分 器 的 固有 特点 有 关 , 在 有 具体 问题 中 可 进行 适当 的 选择 。 如 果 偏 心率 很 小 (例如 
Lageos LÆ) ,那么 对 于 上 述 积 分 只 和 参数 p 的 两 种 选择 ,其 效果 都 将 互相 接近 ,但 仍 比 不 采 
用 步 长 均 久 化 5 计算 仍 用 定 步 长 ) 的 效果 好 , 见 表 10。 

这 里 必须 说 明 一 点 ,从 表 9 RU 10 都 可 以 看 出 , 沿 迹 误差 ACM 十 的 增长 速度 是 快 的 ， 
但 它 与 步 长 均匀 化 方法 无 关 , 这 是 各 种 传统 的 积分 器 本 身 所 图 有 的 问题 , 即 上 节 末 所 提 到 的 、 
它 是 由 于 积分 器 的 截断 误差 导致 的 人 为 的 能 量 耗 散 引 起 的 后 果 。 相 应 的 能 量 误 差 ( 用 Aa/a X 
ROPEPGA 11。 关 于 该 问题 ,将 留待 下 一 章 去 详细 讨论 。 

在 步 长 均匀 化 后 的 计算 过 程 中 ,最 大 与 最 小 截断 误差 之 间 的 差别 不 超过 一 个 量 级 ,这 显然 
优 于 一 般 变 步 长 方法 ,而 且 过 程 简单 ,耗费 机 时 小 .这 种 根据 所 讨论 问题 的 特点 ,改进 数值 方法 
的 积分 过 程 ,尽管 并 无 理论 价值 ,但 确 有 实用 意义 。 

RO A(OMTeO (PYO,e=0. 843) 


























type order — Twh 10T, 1007, 10007, 

RK 78) 800 2. 6E — 08 2. 5E — 06 2. 4E— 04 
RK: T(R) 1800 1. 2E—10 1.2E— 08 1. 2E— 06 
RK,2 7(8) 100 3- 8E — 08 3. 4E— 07 3. 4E— 05 
AD 12 156 1.0E— 09 0. 3E-- 08 6. 0E — 07 
AD,2 12 150 1. TE—14 1. 7E— 12 7. 6E — 10 
AC, 12 156 2.8E—11 5. BE— 08 5. 1E— 05 
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W10 A(M--aD 【Lageosye 一 0 004) 














iype order Tath 10T, 100T, 1000T, 
RK TUS) 100 2. AE— 12 1l.5E- 10 1. 3E— 08 
RK: 7600 jon 1. IE- H4 TE 12 0. 8E— 10 
RE,2 7(8) 160 1. 4E— 13 1.3E—11 1.3E 09 
AD 11 100 4.9E —12 4. 5E — 10 4 3E— 08 
AD, 12 100 ].32E 13 1. 2E- 11 1. 2E— 09 
AD,2 18 100 ü. TE— 13 0. 4E - 11 $.6E—09 
AC iż 100 0. 8E---12 0. 7E— 19 0. SE— 08 
AC, 12 100 0. 5E— 138 0.6E—11 0. TE — 08 
3X 11 aʻa (PVO.e—0.843) 
type order Th iot 100T, 1000T, 
RK. 7(8) 100 2. 5E — 12 2.5E— 11 2.5E—10 
REÉ;2 7(8) 100 0, 7E — 10 0. 7TE— 09 0. 7E —08 
AD: 12 150 0, SE— 11 3.7E— 11 1.1E—16 
AD.2 12 158 1. 0E— 14 2. 5E— 14 2. 5E— 13 
AC, 12 150 i. 0E— 123 1.8E-— 19 1. 6E— 08 





8.6 改进 的 Encke 方法 


本 节 将 针对 长 弧 定 轨 的 高 精度 要 求 ,通过 计算 摄 动 变量 a 和 ww 来 给 出 所 党 要 的 坐标 矢量 
rtz) 各 速度 矢量 rt, 其 原始 算法 即 Encke 方法 ,但 它 并 不 是 一 种 新 积分 器 ,而 是 在 原 有 积分 
内 中 采用 摄 动 变量 市 已 。 

1. Encke 方法 所 采用 的 基本 方程 


8.4 季 已 提出 ,车 取 报 动 坐 标 矢量 u MERRE u: 





Wf — uw-r-—r. 
[Fu E ERE DULL EROS 
i= p oou 5-5 HF air ate (8. 99) 


< 是 报 动 小 参数 ,有 ex. 
这 里 参考 轨道 已 取 为 无 摄 轨道 ,由 于 摄 动量 较 小 ,r A r 的 值 相 近 , 计 算 右 尖 数 的 第 一 大 
184 


项 时 要 损失 有 效 数字 .为 此 ,Fneke 引进 了 下 述 变 换 ” ， 
_1 . 21; 2n 
(mtt ul (8. 100) 
F(g)—1—(12294) ^: 
TB RV I] 7; Fi CB. 99) 变 为 


u— LE gru] HF, urs, He (8. 101) 


此 即 Encke Jr hd NE PCIE EGRE PS Tri Mo Is 项 的 直接 计算 . 不 过 ,在 当 
今 计算 机 高 度 发 展 的 时 代 , 硬 ,软件 部 交代 了 说 好 的 条 件 ,有 效 字 长 增长 ,在 长 弧 定 轨 计 算 中 ， 
数 什 误 差 黑 积 的 严重 性 , 决 不 是 由 于 | 55 | 损失 几 位 有 效 数 宁 所 造成 ,因此 ,在 摄 动 坐标 的 


数值 计算 中 .采用 Enke 变 檬 已 没有 实用 价值 .下 一 节 给 出 的 计算 结果 将 会 证 实 这 一 点 , 即 采 
用 基本 方程 (8, 99) 和 和 (8. 101) 的 结果 ,几乎 相同 ， 





2. 改进 的 Encke 方法 


盾 实 上 ,对 于 数值 方法 , 右 函 数 本 身 的 数 信 大 小 固然 很 重要 ,而 它 的 变化 快慢 亦 不 可 和 忽视。 
因此 ,尽管 Encke 方法 直接 计算 的 是 报 动 坐标 wt( 不 妨 称 其 为 Encke 矢量 ), 但 由 于 摄 动 影响 ， 
真实 轨道 与 参考 轨道 的 偏离 越 来 越 大 ,这 将 导致 le| 的 量 级 很 快 就 可 达到 O0 ,那么 计算 wu 和 
u 的 效果 就 与 直接 计算 r 和 的 效果 几乎 无 差别 了 。 因 此 ,还 是 不 能 解决 长 弧 定 轨 中 的 高 精度 
EK. 于 是 有 人 提出 在 计算 w 和 时 ,对 参考 办 道 加 以 改进 W119 使 其 包含 主要 摄 动 项 ,这 类 
似 于 中 间 轨 道 摄 动 法 的 思想 。 例 如 ,考虑 到 人 造 地 妹 卫 星 轨道 的 特征 ,尽量 使 参考 轨道 包含 她 
妹 非 球形 引力 位 摄 动 的 主要 项 ,同时 又 照顾 到 不 致 引起 计算 的 复杂 化 。 在 此 前 提 下 , 比较 理想 
的 选择 是 包含 J: 的 一 阶 长 期 摄 动 项 (相应 公式 很 简单 ), 这 样 既 消除 了 右 函 数 F 中 最 大 的 摄 
动 项 ,又 未 使 计算 会 式 复 杂 化 。 如 果 把 ,7 的 一 阶 短 周期 项 (相应 公式 较 复 杂 ) 也 包括 进去 ,参考 
轨道 似乎 更 理想 些 , 但 对 数值 计算 而 言 , 将 引起 麻烦 , 实 不 可 取 。 下面 就 以 这 一 背景 为 例 , 给 出 
改进 的 Encke 方法 的 具体 计算 过 程 。 





在 上 述 考 虚 下 ,有 
u-—r-r, | 
- (8. 102) 
r,—r,(0) 
c 是 参考 轨道 的 瞬时 根 数 , 即 
J= (a esi. Qw MY. (8. 103) 
T RHE. ases M 是 常用 的 Kepler 根 数 ,根据 对 参考 轨道 的 选择 ,有 
ü—d4,, e 一 en， i-i 


£— 0-0, Gt) 

MEM 

M — M, GE MOG — t) 
RH s 5a 的 关系 8. p ztzto) 是 初始 根 数 ,Play M, 为 J 项 摄 动 引起 的 棋 数 
变化 的 一 阶 长 期 项 系数 ,这 在 第 三 章 中 已 导出 , 妈 ; 


(B. 1042 
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3J . 
Q, — 565i | 


3J 5 un 

e m yin OI sint) (8. 105) 
3d, 3a 

Magn A sin'i) VI =e | 


其 中 palme) ,asesi 均 为 上 述 参 考 轨道 对 应 的 根 数 。 

在 o. 取 为 补 始 姐 时 根 数 的 情况 下 ,由 于 M 的 变化 有 零 阶 项 和 ,因此 上 述 选 择 并 没有 使 参 
考 轨道 包 售 全 部 一 阶 长 期 项 。 进 一 步 的 艇 正 是 ,(8. 104) 式 中 的 ae KA ww; 相应 的 n, 由 omn 
aiU Rav 由 下 式 定义 ; 

ap ds —ai" (t) ] 
40 3 
D 
在 这 种 选择 下 ,参考 轨道 就 变 为 包含 全 部 - 阶 长 期 摄 动 项 的 平均 轨道 ,这 一 点 是 容易 理解 的 ， 
详 见 第 三 章 的 有 关内 容 。 

上 述 对 参考 轨道 的 修改 ,相应 的 方法 即 称 为 改进 的 扎 动 坐标 数值 计算 方法 ,或 称 改进 的 
Encke 方法 ,但 并 不 需要 采用 Encke 变换 (8. 100)。 量 然 ,在 弧 段 不 太 长 的 情况 下 ,计算 效果 要 
比 原 方法 好 ;而 统 眉 很 长 时 , 摄 动 坐标 变化 中 包含 高 阶 摄 动 项 的 影响 将 要 在 右 孙 数 中 反映 出 
来 ,如 果 不 逐 段 改变 计算 "零点 "( 即 校正 参考 区 道 ) ,效果 会 变 得 善 些 , 下 一 节 将 用 计算 结果 证 
实 这 一 点 。 不 过 ,其 效果 总 比 末 改进 的 Encke 方法 好 。 

EER, He. 102? 定 义 的 摄 动 坐标 20) 的 变化 满足 下 列 方程 ; 





Li  (B.106 
CiD [CE 1 eD] Hsin E eost Ub) | f ， ) 



































2. . F, dr, dr. 
u-—r [r.- Gf xim ag D] (8. 107) 
i= — LER arae) 
M.. r. M,. F, ar, 
-Lacuzotc-D-20 | uU Gif aeo 
— ur, — 4 A — 212,0, B ] (8. 108) 
其 中 
. d ur 
rx D 天 一 去 (8. 169) 
T, zR zR, R, sini COS 
A= |y ,B= |y, R,—z,R, |, R= |R, |= | —sini sinw (8. 110) 
0 0 R, cosi 
A dr, F. 
ILA WFR y HREM TF: 
x ar a 
aà E a RXrn o5 a7. 
0 
. (8.112 
ar. (X ar dr. 1 
ai^ de FX 0 MTR 
0 
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这 组 含 导 数 在 第 一 章 中 已 给 出 过 。 土 列 各 式 中 已 职 地 球 引 力 常 数 =, HERRY o EO 
参考 轨道 的 瞬时 根 数 。 
若 数值 方法 采用 单 步 法 或 求解 一 阶 方程 组 的 Adams 方法 之 类 的 多 步 法 ,上 上述 基本 方程 还 
可 简单 些 ,有 
du — 
dt L 


He E +t LEA M2] 





T OE Tew ts EMO] (8. 112) 


这 里 站 和 相互 独立 ,其 定义 为 








-E | er asso cat LIE M) (8.113) 


u-—r—r,.. u—r-—r, £8. 1142 
因此 (8. 112) 8 CB. 113) 式 给 出 的 duc/de 和 du/dr 并 不 是 # Fa. 方程 (8. 1132 E EE (8. 1080 f 
单 , 却 不 适用 于 解 二 阶 微分 方程 的 Cowell Jr z 38 88 3p 1E. 

如 果 摄 动 变化 较 快 ,在 作 长 弧 计 算 时 ,改进 的 Encke 方法 仍 需 要 逐 段 校正 参考 轨道 ,否则 
站 将 不 是 小 量 , 方 法 的 特点 即 消 失 。 逐 段 校正 参考 轨道 就 意味 着 在 计算 过 程 中 要 不 断 初始 化 ， 
这 对 单 步 法 无 妨 ,可 对 多 步 法 是 极其 不 利 的 .因此 , 曾 有 人 提出 在 人 卫 长 弧 精 密 定 轨 中 ,将 参考 
轨道 取得 更 接近 真实 轨道 ,但 不 全 分 析 形 式 ,而 是 一 种 数值 下 近 轨 道 , 即 首先 分 段 计 算 , 以 给 出 
整个 长 弧 段 土 的 一 种 平均 轨道 

ol) =d ei G—h)H- o; Gun) H (8. 115) 
基 至 还 包含 主要 长 周期 项 ,以 此 作为 参考 轨道 ,从 而 计算 出 r0 ur, ERE H t HILL 
计算 过 程 中 校正 参考 轨道 的 次 数 ,但 付出 的 代价 太 “ 大 ”, 除 参考 轨道 的 获得 需要 大 基 的 计算 
外 ,还 将 导致 计算 Encke 失 量 的 基本 方程 复杂 化 ,不 再 像 方程 (8. 1072 — C8. 108? 或 (8. 112) 
一 (8. 113) 那 么 简单 .而且 在 无 法 包含 短 周 期 项 的 同时 , 包 售 长 周期 项 是 无 意义 的 ,因为 它们 在 
Encke 矢量 za 的 增 氏 中 起 着 同样 的 作用 。 若 区 进一步 改进 参考 轨道 ,以 减少 计算 中 的 校正 次 
数 , 需 在 前 面 的 基础 上 再 包含 二 阶 长 期 项 中 的 主要 部 分 会 显得 更 有 其 实用 价值 , 它 将 不 改变 前 
而 的 基本 方程 "91。 

在 上 述 两 种 类 型 的 方程 中 ,都 涉及 到 or. /ac 与 tr./dt 一 产 的 问题 ,从 数值 角度 而 言 ,它们 都 
按照 瞬时 参考 锅 道 计算 ,相应 的 公式 即 第 一 章 中 给 出 的 速度 公式 rr(e), 这 在 第 二 章 中 有 说 
明 。 

最 后 说 明 一 点 ,为 了 避免 参考 轨道 的 计算 中 解 Kepler 方程 的 麻烦 , 亦 可 像 上 一 节 以 轨道 
根 数 作 为 自 变 量 那 样 ,用 偏 近 点 角 五 REPERA M ,相应 的 方程 (8, 112) 和 (8. 113) 将 变 为 





ar, 
ds s. FO Za 0] (8.116) 
=i +F lu,r, D+ Ša, y d 2 g, ) (8. 1172 
d. l,r 
3E =; (8. 115) 
E anr, (8. 119) 


与 方程 (8. 107) , (8. 108) 对 应 的 形式 不 再 列 出 ,推导 过 程 类 似 , AFETAR E de 
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达 形 式 , 亦 即 E, 的 表达 式 , 这 可 由 8.4 节 的 方程 组 (8. 86) 的 第 六 个 方程 视 具体 摄 动 背景 导出 ， 
其 形式 要 比 M 的 相应 形式 复杂 一 些 


8.7 能 量 补偿 方法 


这 一 节 将 从 定量 角度 介绍 另 一 种 提 凡 计算 精度 的 方法 , 它 是 用 能 量 补 粥 的 方式 消除 数值 
方法 中 的 人 工 耗 散 , 从 而 达到 控制 天 体 运动 沿 迹 误差 快速 增长 (故而 也 叫 能 量 控 制 技术 ) 的 上 
的 ,以 此 满足 长 统计 算 中 的 高 精度 要 求 Cn~'” 。 下 面 分 三 种 情况 进行 讨论 。 


l. E Hamilton H 


对 一 受 摄 二 体 问题 , 当 摄 动力 是 保守 力 且 与 时 间 : 无 关 时 ,对 应 定常 Hamilton 系统 。 例 如 
卫星 绕 大 行星 ( 即 中 心 天 体 ) 运 动 ,车 只 考虑 中 心 天 体 的 扁 率 摄 动 , 妈 构 成 这 种 系统 。 采 用 ,7 
作为 基本 变量 ,相应 的 运动 方程 为 

FSR F G) o Kl] 
F;—gradR(r,£) 
Rep R 为 相应 的 摄 动 函数 ,可 以 将 小 参数 e Sein RE. 
R(r,e «eR G) eR Geri Qu, M) (8.120 
对 这 种 系统 ,Hamilton 函数 H PER ,存在 能 量 积 分 : 


(8. 120) 


Hf -LeRG)—h, 
2a (8. 122) 
ho= H(to) 
或 写成 
一 一 (人工 7" (— taR (r) —Rh, (8.123) 


注意 ,这 里 Hamilton 函数 五 "M 的 写法 相同 ,而 与 通常 所 用 的 形式 相差 一 符号 。 
不 难看 出 ,能量 积分 (8. 122) 有 一 特点 , 即 零 阶 项 只 包含 一 个 根 数 &, 因 此 可 由 精度 低 的 + 
CHRR ave, ,MD) ,给 出 精度 高 一 阶 的 a. 


a- Ah eR GO? (8. 1245 


这 在 第 三 党 分 析 方 法 中 亦 用 到 过 燃 似 的 特点 ;由 一 阶 报 动 项 可 求 出 的 二 除 摄 动 项 。 而 在 数值 
解 的 过 程 中 ,提高 a 的 精度 就 等 价 于 对 能 量 的 人 工 耗 散 的 一 种 补偿 。 剩 下 的 问题 是 如 何 通 过 补 
ER a 修正 + 和 7 的 值 , 根据 第 一 章 的 知识 可 知 ,r 和 /与 a 的 关系 较 特殊 ,a 可 从 表达 式 中 
分 离 出 , 即 
Cem opt //1—esinEQ ] 
ua 
= (二 ecosE 
POTQHBi5idDueR3X. BIETXEEU RD SIE a 改进 上 和 r EAR SES TREE TR 
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(8. 125) 





r= 


)[--sinEP-4- vie osEQ] | 











差 快速 增长 的 目的 。 如 果 用 轨道 根 数 作为 基本 变量 ,那么 ,每 步 计算 内需 补 偿 a 如 达到 控制 
沿 迹 误差 快速 增长 的 目的 。 

下 面 仍 以 r 和 ?作为 基本 变量 ,给 出 能 量 补偿 的 具体 步 又 : 

COH TA 计算 hao BP: 


h,— 4ER, Gu) | 
2an 
， (8. 126) 
a= Dy — Fo «| 
C2) 在 数值 解 过 程 中 ,每 一 步 首先 按 原 方 法 由 ,rs 算出 如 .i470io 员 -31: 以 此 作为 ;时 
刻 的 “ 近似 ” dU TE rr 相应 地 有 : 


1 











ro d 2 vni 
a.c PE p | (8. 127) 
《3) 提 高 a 的 精度 ( 即 能 量 补偿 》， 从 而 改进 该 步 的 Faora RN: 
an= 5 Dis e R Cr (8.128) 
a, . MONETE 
Pr- ao, P i ri (8. 128) 


以 此 改进 后 的 r.a r +! 必 为 该 步 的 真正 值 ， 它们 对 应 的 是 经 过 补 屡 后 的 高 精度 的 silo 
2. 非 定常 Hamilton 系统 


在 受 摄 二 体 问 题 系 统 中 , 若 存在 第 三 体 摄 动 等 因素 , 则 相应 的 Hamilton KARTA 1; 这 
就 构成 非 定常 Hamilton 系统 .当然 ,用 正则 扩充 的 方法 ,可 以 将 其 变 为 定常 Hamilton 系统 ,但 
是 ,对 我 们 复 讨 论 的 问题 不 会 带 来 任何 方便 ,因为 总 是 要 计算 能 量变 化 的 .既然 如 此 ，, 仍 必 为 非 
定常 Hamilton 系统 来 处 理 , 将 相应 的 Hamilton 函数 分 为 两 部 分 , 即 ; 


R= Rir) t 5 Ru (8. 130) 
id 
H-faRG) HeRR GU —AQ (8. 131) 
2a 

相应 地 有 
ash [AO (Ri -e RO]! (8. 132) 

不 难 导 出 
o Lo 9H eO (8. 133) 


gp S SERE E — ER 7r ROSEACT AE BIOIETT RBS S ROMERE ROGO TRE 34. e BH ERE: 
e 小 时 ,天 (2 的 计算 精度 要 比 = 和 的 精度 高 得 多 ,完全 可 以 达到 控制 沿 迹 误 差 快 速 增长 的 目 
的 .人造 卫星 绕 地 球 运动 的 动力 模型 即 属 这 种 情况 ,这 在 第 三 章 中 已 介绍 过 ,除了 地 球 扁 率 .7 项 
摄 动量 级 较 大 外 ,其 它 摄 动 加 速 唐 (包括 定常 和 非 定 常 项 ) 的 曹 级 几乎 都 是 及 ,其 至 更 小 ,有 e 
=O, 具体 计算 步 又 与 定常 情况 相同 ,只 是 所 =hCro) 改 按 (8. 131) 式 计算 ,补偿 后 的 a 改 由 
(8. 132? 式 计算 ,而 求 数值 解 的 方程 增加 一 阶 , 即 (8. 1330 X. 
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和 RU : 
Pej8igi].o Bi. 80 ebach G 





3. 耗 散 系统 


该 系统 在 在 “: 非 保守 力 , 相 应 的 摄 动 加 速 床 记 为 五 ， 吉 实 上 在 第 二 种 情况 中 , 亦 可 将 非 定 
TARTI egradR, ARH VER. BIHE— ipm D。 为 此 定义 : 
H=E +e R=) (8. 134) 
2a 
相应 地 有 
a- S [ha -e R (| ! (8. 133) 
根据 上 述 记 法 ,运动 方程 为 ， 
dr | 3H jj 


dt ar | 
dr al 


di or 


(B. i36) 
+D 





ij Er CB. 134) 式 得 ; 
qi SL g—pi-H 


于 是 给 出 oO 变化 的 另 种 表达 式 , 即 ， 








dh 
di 
ix JÉ— FRU IRE SUE SR mAH 7E CIR E RT GE ur e (LUCR BE Ji WU e p E od 
动力 沿 天 体 运动 反方 向 , 则 能 量 威 小 。 但 要 注意 ,能 基 应 是 一 日 。 
只 监 满足 1D| 才 .igradR|, 则 前 面 提出 的 能 量 补偿 方法 仍 有 效 , 而 对 动力 大 多 而 言 , 除 
过 地 卫 星 运 行 的 最 后 阶段 (进入 200km 以 下 的 税 密 上 大气层) 外 , 几 括 所 有 的 力学 系统 均 满 足 这 
一 条 件 。 


—D-*r (8. 1372 





4. 计算 结果 








为 了 证 实 一 般 数 值 启 法 存在 人 为 的 能 基 耗 散 ( 即 六 分 展 式 导致 的 能 量 耗 损 )》、Encke 变换 
几乎 无 用 .以 及 本 节 介 绍 的 能 量 补 屡 的 实际 效果 ,这 里 将 给 出 一 批 计算 实例 计算 伟 针 对 轨道 
变化 明显 的 人 造 地 球 卫 星 , 这 便于 说 明 间 题 , 和 8.3 中 一 样 ,取现 种 类 型 的 卫星 , 即 高 轨 的 La- 
geos 卫星 和 低 轨 的 2^ 卫星 ,初始 数据 亦 和 前 面相 同 ， 计 算 结果 分 草 列 于 表 12 一 24, 表 12 一 21 
中 只 考虑 地 球形 状 主 归 带 谐 项 (六 ys) 报 动 。 

计算 中 采用 的 单 步 法 是 RKF7(8) ,多 步 法 是 Adams 方法 和 Adams-Cowell 方法 , 均 为 10 
阶 , 所 有 有 方法 的 积分 步 长 取得 相同 :六 一 To 100, 即 每 图 100 步 , 这 是 为 了 各 种 方法 之 问 的 比 
较 。 

关上 有 具 栖 计算 结果 ,在 各 表 中 列 出 了 三 个 弧 段 (100 圈 ,1000 图 和 10000 FED 了 上 的 五 个 恨 数 
f 8I 2.620, MF oa 的 单位 是 km ,四 个 角度 的 值 是 度 及 其 小 数 。 因 为 偏心 率 较 小 ,单独 姑 
出 乌 值 无 意义 . 故 术 列 出 。 {而 最 能 体现 计算 精度 的 其 是 沾 迹 根 数 加 二 ,因此 对 每 种 (包括 方法 
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种 不 同 计算 对 象 ) 结 果 :都 分 别 在 上 述 三 个 弧 段 上 上 列 出 了 沿 迹 误差 ACM T 9 0B 183 br ERE 
上 度 。 表 中 方法 类 型 (type) 包 括 在 单 上 本 法 机 多 步 法 基础 上 采用 前 几 千 和 本 节 的 几 种 算法 ,对 于 
RKF7(» fj: 

RK1: 基 本 变量 是 r,r, 基 本 方程 为 (8. BOR: 

RK2 :基本 变 其 是 au, 基本 方程 是 (8. 99); 

RK3: 仍 用 站 和 ,但 基本 方程 是 采用 58. 101) 式 , 即 Encke 算法 ; 

RK4: 采 用 改进 的 Encke 算法 ,基本 方程 足 (8. 107) 一 (8.108) 式 ; 

RK1H;(E RK1 算法 基础 上 加 能 星 控 制 , 即 能 其 补偿 、 

X F Adams-Cowell 方法 的 几 种 算法 ,完全 与 上 述 单 步 法 对 应 ; 即 ACT 5 RKI 对 应 , 余 
RHE. AD 表示 Adams HIR, HRA EATE dd RUBRIC a ei ue E, ADIRE ADIH 与 上 
类 们 ,各 表示 “盘算 法 和 圳 能 其 控制 的 算法 。 所 丰 多 步 法 都 来 用 了 PECE 算法 ,在 校正 计算 
《CE) 中 均 迭 慌 一 次 ,事实 十 对 我 们 的 计算 问题 , 壕 代 次 数 增 多 已 无 意义 。 

$12 RKF7?(8) 方 法 (ageos) | (h—' P100) 










































































type a e 1 Ee Md 
P-4 730000 , 
RK 12255. 0. 00 109. 50. 390. 
56791528 4081069985 8987975539 3875816334 3219872066 
RKI 56791529 1084069985 8987975539 3875816354 4219671982 
RK2 56791329 10840690986 8987975539 38758163541 4219672006 
RK3 56791529 1084068986 8987975539 3875816354 1219672006 
RK4 56781528 4081069985 8987975539 38735816331 1219672066 
RKIH 56791528 4084069985 8987975539 3875816354 4219672061 
mM 一 2- b=1000(T) E B 
RK 13234. 0. 00 109. 98. 319. 
7916554 3688948523 82394200090 88247118358 1959479069 
RK] 79163503 36889 18917 8991200092 3821711838 1959471389 
RK2 79462181 368894u886 8994200098 8824711842 1959421297 
RK3 79165151 3688048886 8921200098 8824711842 1959431302 
REK4 79165513 3688948923 8994200091 8824711858 1959479035 
RKIH 79465513 36589418923 8951200021 BBZAT11825 1959479018 
i m ETERA ü m 
RK 12219. 0. 00 109. 223. 267. 
418484342 1740958325 8040067100 7137534483 2198511127 
RK1 18184507 1710958526 9040067091 7437534124 2497749266 
RK2 18484755 1740958863 9040067070 7437533394 2496448815 
RK3 48184734 4740958861 9040067070 7137533397 2496453535 
RK4 18184318 1740928332 9040067102 7437534483 2498489395 
RKIH 48481342 17109258326 5040067102 11372534498 2498513613 
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表 13 At 十 au 























type 100CT,) 100007 10000 CP) 
RK1 1. 5E— 10 1. 4E— 08 1. 3E— 06 
RK2 1.0E— 10 0. 8E— 07 3. 6E— 06 
RK3 1. 0E—10 0. 8E— 07 3. 6E — 06 
RK4 ].9E—12 0. 8E—10 4. 3E— 08 
RK1H 0. 9E - 11 0. SE —10 0. 9E.— 09 
314 RKF7(8) 方 法 (2" 卫星 ) (Gi -—T,/100 
type a e i ü Mw 
oo U t—11,5 100€7,) ! 
RK 8055. Q. 09 49. 25. 128. 
46762198 9799154410 9903906208 9804466900 0905913285 
RK1 16762200 9799154411 9503906208 9804466901 0905943094 
RK2 46162199 9789154410 9903906208 8804466900 09059 1330] 
RK3 46762199 9799154410 9903906208 9804466900 0905943301 
RK4 46762199 9799154410 9903906208 9804466900 0905943286 
RK1H 46762199 9799154411 9903906208 9804456900 0905943275 
E— t, = ]1000CT 
RK 8059. 0. 08 50. 168. 590. 
68239688 8922981704 0071926037 8758481401 8592258158 
RKI 68239712 8922981760 0071926049 8755481430 8592240258 
RK2 68239730 8922981755 0071926042 8755481407 9592245732 
RK3 68239730 8922981755 0071926042 8755481407 0592245785 
RK4 68239692 8922981705 0071926038 8755481403 9592257021 
RK1H 68239689 8922981711 0071926037 8755481396 9592258064 
1—5—10000CT,) u 
RK 8058. 0. 09 50. 168. 419. 
05237205 8910759222 0023899915 7498565461 6512251213 
RK1 05238882 8910757111 0023900503 7498567962 6510487300 
RK?2 052398518 8010755746 0023500870 7498569336 6509376083 
RK3 05239920 8910755743 0023900871 7498569340 6509373912 
RK! 05241018 8910754401 0023901205 7498571039 6508307573 
RK1H 05237206 8910759301 0023899914 7498563050 6512250659 
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E215 AtM+Tw) 
type 100€T,3 1900€T,3 1000007) 
RK1 3. 3E— 10 3. 1E — 08 8. IE— 06 
RK2 3. 8E— il 2. 2E — 08 5. QE— 06 
RK3 2. 8E — 11 2. 2E— 08 5. 0E— 06 
RK 1. TE — i2 2. 0E.— 09 6. 9E— 06 
RKIH 1.7E —11 1. 8E -- 10 1. 0E — 08 


$ le ADAMS, ADAMS-COWELL 方法 


(Lageos 7-T,/100) 

















type a e ! M-re 
n tdg 100€T42 

RK 12255 0. 00 109. 50. 396. 
36791528 4084069985 8987975539 3875816354 4219672066 
AC] 56791527 4084069983 8987975539 3875816354 4219672197 
AC2 56791528 10840608385 8987975539 3875816354 1218672053 
AC3 58791528 4084069985 8987975539 3875816354 4219672053 
ACA 56791528 4081060985 8987975539 3875816354 4219672085 
ACIH 56791528 4084060983 8987975530 3875816354 12196872063 
ADI 55791528 4084068991 8987975539 3875816354 4219672026 
ADIH 56791528 4084069990 8987975539 3875816354 4219672071 

t —1,771000CT,) i 

RK 12254. 0. 00 108. 98. 319. 
79465513 3688948923 8994200090 8824711858 9359479069 
ACI 79465530 3688948915 89904200080 8824711863 1859493262 
ACZ 79465495 3688248861 8994200053 8824711853 1859463560 
AC3 794565493 3688948859 8994200093 8824711852 1859461422 
ACA 719465513 3688948924 8984200051 8824711858 959479380 
ACIH 79465513 3688948905 8994200080 8824711857 959479031 
ADI 19465507 3688948974 8994200081 8524711857 1859474273 
ADIH 79465513 3688848977 8984200091 8824711858 1858479086 

t—4—10000CT,) 

RK 122439. 0. 00 1098. 223. 267. 
48484342 4740958325 5040067100 7437534483 2498514127 
ACI 48484043 471085782] 95040067122 7437535183 24998899653 
AC2 48484152 4740957948 9040067112 7437534854 2498320221 
AC3 48484164 4740957966 5040067111 7437534816 2499252461 
ACA 48484341 4740958393 9040067102 7437534503 2498519362 
ACIH 18484342 4740858187 9040067102 7437534481 2498213775 
AD] 48484459 47408583013 5040067083 7437534246 2497973069 
ADIH 18484343 4740958871 3040067101 7437534513 2498514154 
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#17 ACM Fa) 


























type 100€P,) 1000CT.) 10000€T,) 
ACl 2. 3E~ 10 2. SE— 08 2. 4E— 06 
AC2 2. 3E — 11 2. TE — 08 i. 4E-— 06 
AC3 2. 3E -11 3. 1E — 08 1. 5E — 06 
ACA 3. 3E — 11 5. 4E— 10 0. 9E— 08 
ACIH 0. 5E — 11 9. TE— 10 0. 6E— 09 
ADI 0. TE— 10 0. SE— 08 0. 9E — 06 
ADIH 1.4E—11 3.0E— 11 4. TE— 11 
418 RKY7(8) 方 法 (A=T,/100) 
type a £e t ü Mya 
1 一 4 一 100(7o) i 
RK 12255. 0. 108. 50. 398. 
58701528 004084069085 8987975539 3875816354 4219672066 
RK2 56791528 004084069985 88987975539 3875816354 1219672067 
RK3 56791528 004084065985 8987975539 3875816354 4219672067 
RK4 56791528 004084069985 8987975539 3875816354 4219872067 
! £—1,—1000CT,) 
RK 12254. 0. 108. 98. 319. 
79465513 003688948023 8984200050 8824711858 1959479069 
REK2 79465513 003688948923 8594200091 8824711855 1959479242 
RK3 79465518 003688948023 8294200091 882471185% 1959479247 
RK4 79465513 003688948923 899420000] 8824711855 1959479064 
1— t4—10000CT V) 
RK 12249. ù. 108. 223. 267. 
18484342 004740958325 9040067100 7437534483 2498514127 
RK2 48484342 004740958324 9040067101 7437534496 2498515471 
RK3 48484342 004740958324 8040067101 7437534495 2498515062 
RK4 48484342 004740958325 9040067102 7437534491 2498513707 
RK2;Ar—0.01:. RK3:;Ar— 0,014. RK4:ôr=0. 001 
$19 ACM+w) 
type 100CT. 1000€T,) 10000CT,) 
RK2 1. 7E —12 3. 0E— 10 2. 3E— 09 
RK3 1.7E 一 12 38. ] 正 一 10 1. 6E — 69 
RK4 ]l.7E— 12 0. 9E- 11 0. 7TE— 09 
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38 20  Adams-Cowell 方法 (Gh 079/100) 




















type a e H ü M+ 
T 165—100) UU 
RK 12255. 0. 109. 50. 396. 
56791528 004084069985 8987975539 3875816354 4219672066 
AC2 56791529 004084069986 8987075539 3875816354 4219671985 
AC3 56791529 004084069286 8987975539 3875816354 4219671985 
. ACA 56791528 004084069985 8987975539 3875816354 4219872084 
l t—45— 1000 CF0) E 
RK 12254. o. 108. 98. 319. 
79465513 003688948923 8994200090 8824711858 1959473069 
AC2 79465509 003688948926 8994200091 8824711858 1959476064 
AC3 79465510 003688948926 8994200091 8824711858 1959176142 
ACA 79465513 003688948924 8994200091 8824711858 1959478977 
tt 10000CT.) m 
RK 12243. 0. 109. 223. 267. 
48484342 004740958325 9040067100 7457534483 2498514127 
AC2 48484372 004740958379 9040067100 7437534421 2498355206 
AC3 48484372 004740958379 90400867100 7437534422 2498355829 
ACA 48484337 004740958322 9040067102 7437534513 2498534452 


ACB.Ap—0.03; ACB;Are— 0.03;  AC4iAr— 0. 003 
Z2] A(M+w) 











type 100(T,) 10007.) 10000(T,) 
AC2 L 4E—10 0. 3E — 08 2. BE— 07 
AC3 1.4E— 10 0. SE— 08 2. 8E— 07 
AC4 3.1E— 11 1. 6E—10 3. 5É.— 08 


在 反应 计算 结果 的 表 中 ,各 弧 段 第 一 栏 RK 的 值 是 所 有 算法 的 比 对 标准 。 经 多 种 检验 证 
实 , 在 10000T', CHI 10000 圈 ) 的 长 驱 段 土 , 其 可 靠 程度 为 10- ,因此 上 述 比 对 是 完全 可 靠 的。 
表 12 一 表 17 中 RK1,RK2,RK3 和 ACl,AC2,AC3 的 结果 清楚 地 表明 ,对 于 长 弧 计 算 . 
通过 计算 摄 动 坐 标 和 速度 wu,a 给 出 所 需 结果 ,并 未 达到 提高 精度 的 且 的 ,与 直接 计算 ror 的 结 
果 几 乎 一致 。 而 采用 ww 和 作为 基本 变量 时 ,是 否 漆 用 Encke 变换 没有 差别 ,这 就 证 实 了 前 面 
8. 6 中 的 分 析 , 改进 的 Encke 方法 (RK4 和 AC4) 显 然 效 果 要 好 些 ,特别 在 短 弧 段 上 ,但 几 种 算 
法 都 不 能 改变 传统 数值 方法 所 特有 的 人 工 耗 散 效 应 ,相应 的 沿 迹 误差 ACM 十 w) 的 增长 速度 
LER G-—2) SIE. 为 此 ,对 用 uw 和 作为 基本 变量 的 三 种 算法 , 按 Ar== |a| 的 大 小 ,采用 
逐 段 校正 参考 投 道 的 措施 ;以 改善 ACM 十 w) 的 增长 状况 中 。 表 18 一 表 21 中 即 列 出 对 Lageos 
卫 皇 的 计算 结果 ,在 表 18 和 表 20 中 的 座 部 , 列 出 了 和 应 的 Ar 值 ,例如 RK2, 当 Ar 达到 o ol 
时 ;AC2, 当 Ax 达到 0,03 时 , 即 校 正 参 考 轨 道 ,重新 初始 化 ,这 样 使 u PESE EC PE TESI NI 
状况 .结果 优 于 前 面 涉 校正 参考 轨道 的 计算 效果 ,但 仍 有 人 工 耗 散 ,尽管 整个 计算 精度 有 提高 . 
洗 迹 误差 的 增长 速 产 却 越 来 越 快 , 愧 有 段 再 长 些 ,该 误差 将 明显 增 大 ,特别 是 多 步 法 ,频繁 地 初始 
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化 是 不 利 的 ,其 结果 不 如 单 步 法 。 

上 述 各 种 结果 清楚 地 表明 ,在 长 弧 计 算 中 ,车 引用 原 有 各 种 数值 方法 ,确实 有 必要 采用 能 
RE ENS. mid 12 一 表 17 中 ,RK1H XL ACIH 的 结果 ,完全 证 实 了 这 种 补偿 算法 的 良好 
效果 。 由 于 能 起 耗 散 有 了 补 偿 ,轨道 半 长 径 a 的 精度 提高 ,使 相应 的 沿 迹 误差 ACM 十 w) 仪 随 
刀 一 志 ) 线 性 增长 ,因此 沿 迹 根 数 GM 十 w} 以 及 站 个 计算 精度 随 之 明显 提高 。 

关于 采用 轨道 根 数 作为 基本 变量 的 情况 ,在 表 186—317 中 已 有 明确 反 昨 ;AD1 A ACI 
[2g 10 阶 算法 , 若 用 "和 上 作为 基本 变量 ,后 者 的 精度 要 比 前 青 高 ,但 现在 AD1i POKER T 
道 根 数 作 为 基本 变量 ,情况 有 了 明显 的 变化 ,AD1l 的 精度 超过 了 AC ,而 且 加 能 量 补偿 后 (对 
应 ADIH) , 精 诬 又 有 明显 地 提高 , 沿 迹 误 益 ACM 十 w) 的 增长 速度 不 仅 受 到 了 控制 .而且 随 
G :如 ) 的 增长 速度 更 加 缓慢 .因此 , 当 存 在 多 种 报 动 因素 时 ,用 8. 4 中 提出 的 方法 , 即 采用 轨道 
根 数 作为 基本 变量 ,方程 的 形式 稍 加 改变 ( 见 公 式 (8. 8600 ,效果 还 是 明显 的 ,总 的 计算 效率 ( 包 
活 精 度 和 耗费 的 机 时 ) 将 会 提高 。 

最 后 ,为 了 证 实 能 量 控制 技术 可 适用 于 多 种 背景 ,包括 非 定常 保守 力 摄 动 和 耗 散 力 摄 动 ， 
X 22-36 24 即 给 出 这 类 计算 结果 ,计算 中 除 考虑 了 地 球形 状 主要 带 谐 项 CJ, ,1) 摄 动 外 ， 
还 有 主要 田 谐 项 (y:.?) 摄 动 ,日 .月 摄 动 和 光 压 摄 动 ,这 些 摄 动 如 速度 均 显 售 ,同时 也 加 入 了 砂 
散 型 的 大 气 阻力 概 动 。 光 压 摄 动 加 速度 和 大 气 阻力 摄 动 加 速度 相对 中 心 引 力 加 速度 的 量 纵 分 
A 10738 107 ,因此 ,上 述 增 加 的 各 种 摄 动 项 均 比 J 报 动 项 小 得 多 ,它们 的 量 级 不 超过 5. 
即 满足 前 面 扣 出 的 条 件 。 
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type a e i Q Me 








t—1— 100075 








RK 12255. 0. 00 108. 50. 396. 
52478258 3999004261 8948279806 3863763416 5369353693 
RK! 52478258 3999004261 8948278064 3863763416 5369353608 
RKiH 52478258 3999004261 8948278806 3863763416 5369353879 
ACI . 52418257 3999004259 8948279806 3863763416 5369353832 
ACiH 52478258 3999004255 8548275806 3863763416 5360353682 
l t—£,7 1000(7,) E mE 
RK 12255. 0. 00 103. 98. 323. 
26452729 3264114479 9051310238 0083913805 1101499179 
RK1 26452720 3264114475 9051319239 9083913803 1101481454 
RKIH 26452728 3264114478 9051319238 9083913805 1101499071 
ACI 26452745 3264114483 9051319236 9083913810 1101513307 
ACIH 26452728 3264114477 9051319238 9083813804 1101499119 
mE £—157:10000 T4) m 
RK 12252. 0. 00 108. 224. 224. 
83642431 6347842531 8792661117 0141751452 0619053207 
RK1 83643700 6347841556 8792661012 0141751209 0619188196 
RKIH 83642433 6347842537 8792661118 0141751467 0619952344 
ACI 83639998 6347844020 8792661323 0141751965 0621419321 
ACIH 83642433 6347842137 8792661119 0141751444 0619951734 
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3923. AMH w) 








type order 100CT;5 1000075 10000CP,) 
RK1 78) 1.5E—10 1. 3E--08 1.3E- 06 
RKIH 78) 2.4E- 11 1. SE— 10 1. 5E-- 09 
ACI 10 2. 4E— 10 2. 5E 一 08 2. 6E— 06 
ACIH 10 1. 98E— 11 l.0E 10 2. 6E —- 09 
35241. AHG) 

type 100€) 100004) 10000C1 

RKIH 1. 0E— 14 i. OE - 14 5. 0E— 14 

ACIH 1.0E- 14 1. 0E— 14 3-0E 14 


d 22 中 算法 RKI.RKIH.ACL,ACIH 与 表 12,8 16 PHE HELA 23 清楚 地 志明 、 
沿 迹 误差 ACM 十 w) 的 增长 状况 同 前 ,这 更 加 证 实 了 能 量 补习 方法 的 实际 效果 , 表 24 列 出 了 能 
RRE AHi() 的 状况 ,误差 确实 很 小 ,与 前 面 的 分 析 相 符 , 这 是 在 非 定常 Hamilton 系统 中 ,能 
量 补偿 方法 仍旧 有 效 的 保证 。 

尽管 上 述 算 例 有 是 以 人 造 地球 卫 星 为 背景 给 出 的 .但 能 量 补 届 方 法 的 应 末 并 不 局 限于 此 ,对 
其 它 类 型 的 力学 系统 ,即使 基 耗 散 系 统 , 只 要 满足 前 面 担 出 的 条 件 都 是 有 效 的 ,这 一 条 件 可 与 
成 下 列 形式 : 





dh da 
FIRE 





(8. 138) 


BMA R HERE RA E (E 8] h TAER ESR IR ER RHEE HRA A Ait 
算 精度 明显 地 高 于 根 数 (或 位 置 矢量 r 和 速度 矢量 六 的 计算 精度 。 

这 一 方法 利用 了 能 其 积分 (或 能 量 关系 式 ) 的 特点 ,通过 对 半径 的 校正 达到 能 量 补 偿 的 
肯 的 , 它 不 仅 改 善 了 各 种 数值 方法 在 积分 过 程 中 的 局 部 截断 误差 ,同时 也 吸收 了 部 分 售 人 误 
差 , 在 定量 计算 上 确实 有 其 特点 , 它 能 有 效 地 控制 沿 迹 误 差 的 快速 增长 ,起 到 数值 稳定 化 的 作 
时 。 但 是 ,从 定性 角度 来 看 ,在 各 种 数值 方法 中 引用 这 种 能 量 控制 技术 , 仍 不 能 保持 系统 (或 天 
体 运 动 ) 的 整体 特征 .要 解决 这 一 问题 ,必须 改变 传统 的 数值 方法 ,例如 对 Hamilton 系统 ,要 根 
据 该 系统 的 固有 性 质 ,构造 出 相应 的 差分 格式 ,下 一 章 就 是 专门 介绍 这 类 方法 ， 
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Hha Hamilton 系统 的 计算 方法 


上 一 章 最 后 一 节 介 绍 的 能 量 补 偿 算法 ,只 是 从 运动 性 质 的 一 个 方面 ,通过 对 轨道 半 长 径 w 
的 校正 达到 补偿 能 量 人 工 耗 散 的 目的 ,从 定量 角度 来 看 , 它 改善 了 局 部 截断 误差 ,以 此 解决 了 
沿 迹 误差 快速 增长 的 问题 ,基本 上 将 AM 十) 控制 在 随 G( 一 to 线性 增长 的 程度 ,整个 计算 精 
座 有 明显 提高 .但 是 , 除 该 方法 需要 满足 一 定 条 件 外 ,对 Hamilton 系统 而 过 ,从 定性 和 度 来 看 ， 
它 并 没有 彻底 解决 原 有 数值 方法 固有 的 人 工 耗 散 问 题 ,在 长 时 间 演 化 跟踪 计算 中 ,仍旧 不 能 保 
持 Hamilton 流 的 整体 性 质 。 市 动力 天 文中 所 再 到 的 力学 系统 ,几乎 都 是 Hamilton 系统 ,或 带 
有 小 耗 散 的 拟 Hamilton 系统 。 在 当今 研究 这 些 系统 的 长 期 演化 性 质 ( 特 别 是 一 些 带 有 本 质 性 
的 非 线 性 现象 ?时 ,由 于 数学 上 的 困难 ,往往 借助 于 数值 探索 来 提供 一 些 全 局 图 像 和 重要 “ 信 
息 ”, 以 供 进一步 的 理论 研究 ,甚至 “依赖 "数值 结 时 得 出 某 些 重 归结 论 。 因 此 ,这 就 涉及 到 所 引 
用 算法 的 可 靠 性 , 即 它们 给 出 的 数值 结果 是 否 正确 地 反映 了 系统 的 整体 特征 ,一 些 非 线性 现象 
是 系统 固有 的 ,还 是 “计算 机 现象 "? 这 是 动力 天 文 定性 研究 中 的 一 个 极其 重要 的 问题 .事实 上 ， 
有 些 结果 确实 是 计算 机 现象 , 它 牌 昌 了 被 研究 的 力学 系统 的 长 期 演化 特征 ,本 章 后 面 附 有 具体 
算 例 . 思 此 ,算法 问题 是 有 待 认 真 调 深 入 研究 的 重大 课题 .近年 来 有 关 Hamilton 系统 的 辛 算法 
(Symplectie Algorithm) ,就 是 针对 这 类 问题 提出 的 ,这 一 章 专 门 介绍 该 算法 及 其 在 动力 天 文 
中 的 应 用 情况 。 

以 辛 几何 为 理论 柜 架 的 辛 算法 是 近年 来 发 展 起 来 的 -种 新 的 Hamilton 系统 的 数值 积分 
方法 ”0 其 葡 分 格式 精确 地 反映 了 Hamilton 相 流 最 重要 的 几何 特征 , 即 辛 结构 的 保持 ,而 
辛 结构 是 Hamilton 流 的 一 种 整体 结构 。 这 一 结构 能 否 保 持 ,往往 决定 了 长 期 演化 计算 的 有 效 
与 否 。 在 辛 算法 出 现 以 前 ,动力 天 文中 关于 一 些 长 期 演化 性 态 的 研究 ,所 采用 的 各 种 数值 方法 ， 
都 因 其 局 部 截断 误差 导致 人 工 耗 散 而 不 能 保持 辛 结构 ,从 而 引进 一 些 非 Hamilton 相 流 的 特 
征 ,其 至 完全 牌 曲 了 运动 性 质 。 因 此 ,在 动力 天 文 研 究 中 , 辛 算法 的 引用 势 在 必 行 。 
































9.1 学 算法 简介 


关于 Hamilton 力学 的 : - 些 基本 倘 识 ,在 前 面 第 七 章 中 已 有 陈述 . 对 于 Hamilton. 系统 的 动 
力学 问题 ,引用 相应 的 共 郝 对 称 形 式 的 方程 一 Hamilton 运动 方程 是 极其 有 利 的 , 因 它 在 数 
学 上 具有 狐 特 的 性 质 。 一 个 具有 个 自由 度 的 Hamilton 运动 方程 ,可 写成 下 列 形式 ， 

. H . 8H 
BUM 835 
H—Hp.q) (9.2) 
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(9. 1) 





其 中 广义 动量 p Rp LAE NS q OS n 维 向 量 , 即 
Pi 





(9.3) 


P. DA 
H Æ Hamilton 函数 ,如 果 显 合 自 变量 #+, 总 可 用 正则 扩充 的 方法 使 其 转化 为 不 显 舍身 变量 的 
Té. Eun 


| | (9. 4) 
q 
则 方程 (9. 1) 可 简写 为 
z=1dH (Cr) (9. 5) 
0 —E, 
I= M o | (9. 6) 


E, 是 nX n Br (LEE E 


0 —E,]/3H/a —3H /àg| 
uH | o I d (9. 7) 
I 22-36 08 5 MERE e: R” RAR SECO. 5? 的 相 流 , 即 初 值 问题 
z—lIdH(x), x(0)= xo (0.8) 
的 解 可 表示 为 : 
x) —g'az(0) (9. 9) 


侦 次 微分 流 形 上 的 辛 结构 是 一 个 闭 的 , 非 退 化 的 微分 2 形式 叱 ,在 相 空间 RT" — ()— 
(Coq Ba? 可 以 表示 为 人 


a! —dpAdg | (8. 10) 
BeOS Aer E es ER ge Onmeda ste APTE ERE S RIT 
& —dz($5, 7,7dx, CD, i—1,2:,2n (9.11) 
按 外 积 * A ?定义 ,有 
a? (6,9) — ET (8. 122 
其 中 
J= =] = i M (9.13) 
~E, 0 


TERRE COC O OAR R” 中 的 标准 内 积 。 
Hamilton 相 流 的 一 个 重要 性 质 , 即 保持 辛 结构 " 


tg aE) = (ED) 《9. 14) 
其 中 (en) ' 是 由 g' 诱导 出 的 拉 回 (Pull back) 碳 射 。 报 据 拉 回 映射 的 定 交 号 ,有 
(pg) uw (E) (OD E G) (9. 15) 


GO. RE g^ 诱导 出 的 切 映 射 5。 
为 了 判别 个 数值 方法 煌 应 的 差分 格式 是 否 保 持 辛 结构 ,下 面 给 出 一 个 等 价 条 件 。 车 记 
RY 一 R”" 为 可 微 映射 , 满 是 :XER*” 一 f(r)ER*”,f"' 和 .各 为 映射 了 话 导 的 拉 回 映射 和 切 
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映射 ,对 于 后 者 ,可 用 Jacobi 矩阵 表示 : 








. af 
f. nir (9.18) 
根据 拉 回 映射 的 定 浆 ,有 
(一 (9, 17) 
再 利用 R” 中 辛 结构 的 表达 式 (9. 12) 及 保持 辛辣 掏 的 条 件 (9. 14) ,可 得 
fa Gap — (TC. poe yr d 8g 
由 此 立即 给 出 
afe af, 
Gp JRT (9, 18) 


满足 这 一 条 件 的 映射 了 AFB AERE S= CORA ERR 

根据 上 述 等 价 条 件 不 难看 出 ,保持 辛 结构 的 条 件 (9. 14) 应 是 保持 Hamilton WHR 
映射 /将 Hamilton 流 上 映射 成 Hamilton 流 。 条 件 (9.18) 类 似 于 分 析 力 学 中 正则 变换 ( 即 辛 变 
换 ) 的 条 件 ,不 同 之 处 是 条 件 (9.18) 实 为 正则 变换 的 “演化 ”, 而 且 在 表达 形式 上 ,相应 于 正则 变 
换 的 变换 蒸 子 x 一 1, 由 (9.18) 还 可 导出 一 些 便于 判别 f 昆 辛 映射 的 类 似 于 正则 变换 的 等 价 条 
件 ,如 泊 松 括号 形 式 、 生 成 函数 等 。 辛 算法 的 差分 格式 就 是 按 上 述 条 件 宰 造 的 ,由 飞信 一 0,1， 
2, VETE mi-, 的 单 步 法 的 显 式 差分 格式 实 为 





Zi =S rA (9.19) 
Lou 
5— Gu) 


满足 条 件 {9. 180 URL 2E A SB SER] e 
3h LEGE BEPERRLBIS G—1.2. m) EFRA. RR ARRA £F: 
一 六 (9. 20) 
亦 是 辛 映射 。 因 此 ,可 根据 这 一 性 质 ,由 低 阶 辛 算法 用 复合 的 方式 构造 高 阶 辛 算法 。 





9.2 可 分 离 Hamilton £ nz E A 


在 动力 天 文中 ,Hamilton 系统 常 可 写成 分 离 形式 , 即 





Hpo =T p) +V ug) (9. 21) 
相应 的 运动 方程 为 
4-5 ceo) 
(9. 22) 
j= 一 各 一 (4) 
了 积 户 分 别 采用 > 和 rr 是 最 简单 的 。 对 于 这 一 系统 ,常用 的 Euler 中 点 格式 ( 隐 格 式 ): 


Q= q- T ACD) 
pop ERN GD (9. 23) 
p= (prt 50/2, q= igmg) 2; 








就 是 保 辛 的 , 即 
— aig, , pa) 
acq, 1s Pa) 
EFTER ,满足 条 件 (9, 180 HHA ERNER. FAEM i E 2D HG RAE IU T 
然 . 下 列 算法 : 





qi qii hp), p=const . (9.24) 

P= pia HAY), g=const (9. 25) 

分 别 对 应 Euler 流 ( 时 间 + BI ZRTERBO ES 和 ES BERE ERR CETT EO BERI E — Ep SERRA: 
(g'h —E$ * E= Eb ^ ES (9. 26) 


再 用 复合 的 办 法 ,可 构造 m 阶 辛 格式 ， 
g =g" Ehe Pp") 
MW =p +d WV) 
g!—q! J-he, Dp!) 
MM 
q"—q" --hc, Cp" 7) 
dou 





fud 
=q- » Pbi 
q—qQ o P-—b (9. 27) 
k-:]1,2,7,m 


Ku EE Er TER TARER: 
i 二 qe A Sod) 


i=} 


Pbi boh dA GO (9. 28) 
1=] 


k—1,2,- 
REH G6 gia bia esq p ATAARE, A= EPI HEIKO dG-1,2.7 m 
BEST C7 RI GPS 2: 和 人 的 计算 公式 . 即 
q—q TA) | 
PSP Hha Ye) 
ga- 5 PIS pai 
关于 待 选 参数 c, 和 d; 的 选择 ,可 用 类 似 于 Runge-Kutta 方法 确定 ,水 可 用 算法 合成 的 方 
法 " ,由 低 阶 色 高 阶 来 确定 ,相应 的 公式 如 下 ， 
MEA (gU — ER ER— ES ER (9. 30) 
二 阶 格 式 (GU GU) e (EY! * ES EY! EV! | ES ES] (9.3) 
(P = EV! o EM S ES! o EY? 】 
2c DB u—12- G'Dsu-o7 Gg * (Cg) (g^), (9. 32) 
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(9. 29) 


其 中 
1 


2—9Ua n 


py L1 
8 一 一 2—2WG-n» 


按 上 述 公 式 , 具 栖 给 出 一 阶 (SH), 二 阶 (SI2)、 四 阶 (SI4) .六 阶 5SI673 和 天 阶 (SI8) 的 各 组 参数 





g= 


(9.33) 





值 如 











F: 

Sii: c=] , d=] (9,34) 

SIZ; 所 一 ce 一 5 di—1l; ds=0 (9. 35) 
C =c ll Cs—e 1—« 

SI4， | * 2(2—a) UO 3-—a) j| 
Jg 1l Los 88 (9. 36) 
dod ; 一 2—a, 1 "| 
ay 27 





XT SI6 和 SI8, 本 章 参 考 文献 [4] 中 按 不 同 的 复合 方式 ,分 别 给 出 和 


原文 





其 中 
对 于 











的 编号 , 表 1 中 列 出 其 较 好 的 几 组 参数 值 。 
3x1 SI 和 SI8 fr/Lig de fri vo. 
SI6A SIRC SISD 
Wi —0, 117767998417887E1 0. 311790812418427 E0 0. 1027998493919850 
Wa 0. 23557321335935 7£0 — 9. 155946803821447£E1 —0.196051023297549&1 
Ws 0. 784513610477560E0 —0. 1678986928259640E1 0. 193813813762276£&] 
W, 0. 166335800563315E1 — 0. 158240635368243£E0 
Ws 7 0, 1064587147891 83F1 — 0. 14448522368 6048E1 
Wa 0. 13693494641687 1E1 0, 253693336566229 E0 
Wa 0. 6290306502104343 E0 0, 914844246229740 0 
相应 的 c; FI d, EMT: 
1 
一 一 —W,. 
Ci = Cnm 2 
1 
Cà = Cime] —3 Wa AW a-i ) 
Emt FE -lqw TW) 
mrl mci 2 上 [H v (9, 37) 
di—dj, =W a 
dy =d im =W a 
d, d, =W, 
d, =W, 
W,—1-—2(OV,T-W,---- FW.) (9. 38) 
SI6 和 SI8.m 分 别 取 3 FI 7。 


对 于 显 辛 格式 (9. 28) ,计算 右 函 数 的 次 数 取 决 于 4, 由 上 述 d 值 可 知 ,一 阶 格式 算 1 次 ， 
Br HE 1 次 ,四 阶 算 33K AERE T IK ARMIR 15 次 。 
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9.3 f&3x 89 Runge-Kutta 方法 


对 于 Hamilton 系统 ， 





z—JH, 
2|? ; HeHo-How] (9.38) 
ig; 
Fw 
ftz) = UH, (9, 40) 
H tor El neo zu] RK 方法 的 差分 格式 为 
za =n thA by) | 
= 1 
y= Da SO) (0. 41) 
)j^d 


1E xm 
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&ó;-ba,—0 Gump 
即 
b=a=0 (—1,2,- ip 
Bax 
b=as=0 (s=] 2 
因此 无 法 构成 土 述 要 求 的 一 定 阶 的 显 格式 。 若 要 RK 方法 梨 辛 ,至 少 是 对 角 隐 格式 ,这 给 具体 
计算 带 来 很 大 的 麻烦 ,每 计算 一 个 yY ,都 要 经 过 迁 代 。 
REBER RK 算法 不 能 构成 ,但 可 构造 显 式 铝 辛 的 Runge-Kutra-Nystrom 算法 
GEA SRKND Hamilton 系统 (9, 39) 可 直接 用 二 阶 方程 来 表达 , 即 
q— fq) (9. 43) 
显 式 保 辛 的 SRKN FEE 25 4 Fe BT ULP R , BIO 


ici da 十 Ag 十 大 了 Co 
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qiio dh P bS QO (8. 44) 
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其 中 


b=6 (1—e,) 


(8. 45) 





2,5, —e,) 
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li 


本 章 参 考 文献 [9] 给 出 了 两 组 3 步 (m 二 3) 四 阶 显 格式 的 系数 , 见 表 2。 























表 2 SRKN1 

i 1 2 3 
b. 3—2 Y 3 上 342 v 3 

| 12 2 12 
3 十 Y 3 一 站 $4 3 

6 5 n 6 
b 32 Y 3 i 3-2 3 

1 12 2 12 
c 3 一 Y 3 $t Y 3 3-8 

6 6 6 











本 章 参 考 文献 [10] 给 出 了 5 步 五 阶 和 ?了 步 六 阶 SRKN 算法 的 多 组 显 格式 系数 ,这 里 分 别 














H3 SRKN5 
1 0. 22116192442304318371 0, 77070344943964384788 
2 1. 00218471520824358210 0. 24564166478369156146 
8 0. 20420286893132705664 0. 872985101556613376423 
1 — 0. 82437756359570176260 0. 13352418017440445514 
8 0. 30682804503308794011 0. 03827009985475860872 
X4 SRKN6 


0. 17870556351604306204 


by—h. — 0. 70725865603123128122 


bs = Py 0. 52154603876818645804 


0. 59685983520502330216 
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0. 00000006000000000000 


0. 19372673677147641095 


0. 12281363909397727225 





0. 73810405290506590652 


9.4 辛 算法 在 动力 天 文中 的 应 用 





首先 用 几 个 简单 的 运动 模型 来 证 实 辛 算法 的 优点 。 


l- Kepler 运动 ”对 于 一 个 大 偏心 率 (e 一 0.7) 的 平面 椭圆 运 动 , 分 别 用 RK4 和 SI4 计算 . 
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结果 给 在 同一 张 图 上 ,网 图 9. 1, 其 中 RK 的 结果 是 缩小 的 图 。 两 种 方法 的 步 长 均 取 为 每 圈 
150 步 ,图 中 绘 出 了 第 300 圈 后 的 5 圈 的 状况 ,显然 由 于 RK 方法 存在 人 工 耗 区 ,椭圆 不 断 弟 
小 ,最 终 导致 计算 失效 ;而 S14 的 结果 却 不 然 , 由 于 凤 辛 性 质 , 椭 圆 的 整体 特征 完好 ,大 小 .形状 
儿 平 不 变 , 其 计算 误差 仅 表 现在 拱 线 转动 上 。 如 果 积 分 步 长 缩小 或 算法 阶 数 增高 ,这 “转动 将 
不 再 明显 , 见 图 9.2, 采 用 的 是 六 阶 辛 算法 S18, 其它 计算 条 件 同 SI4, 图 中 也 是 第 300 EUG ED 5 
EAR UR. ,椭圆 几乎 完全 不 变 ， 

















图 9.2 S16 的 结果 
2. 两 个 不 动 中 心 问题 这 一 模型 在 第 一 童 中 已 提出 过 ,是 一 可 积 系统 。 同 样 分 别 采用 
RK4 和 SI4 进行 计算 , 商 种 算法 的 能 量 误差 A 大 不 相同 ,前 者 有 人 工 稀 散 ,A 随 : 增长 ,而 
司 者 无 人 工 耗 获 , 真 实 能 量 虽 不 能 保持 ,但 其 误差 呈现 周期 性 。 结 果 见 图 9. 3 和 9, 4, 图 中 :的 
单位 是 年 。 
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3, 简 谐 振子 ”到 - -个 自由 度 的 谐振 子 模型 ; 
H—— Gn (9. 45) 
这 一 模型 与 动力 头 文 中 的 理想 共振 异型 有 着 紧密 联系 .分 别 用 RK4 和 SI4 计算 , 步 长 均 肥 = 
0.5; 可 空间 的 结构 大 不 相同 。RK4 SS :—10 就 呈现 为 -- 吸 引子 ,这 是 人 工 耗 散 ( 能 量 耗 损 》 


的 结果 ;而 ST4 算 到 — 105 仍 为 一 闭 轨 ,完全 保持 了 谐振 子 的 整体 结构 。 上述 结 果 见 图 9. 5 和 
9. 6, 














图 9.5 RK4 得 到 的 相 字 间 结构 岗 9.5 Sl4 得 到 的 相 空 间 结 构 


上 面 三 个 简单 的 例子 ,是 以 说 明 辛 算法 的 优越 性 ,下 面 再 从 定量 计算 方面 说 明 辛 算法 亦 有 
其 优点 。 

4.RK,SI 和 SRKN 三 种 算法 在 天 体 轨道 变化 的 定量 计算 中 沿 迹 误 差 增 长 的 差别 ” 仍 以 

几 道 变化 迅速 的 人 车 地 球 卫 星 作 为 背景 ,具体 计算 Lageos 卫星 , 初 值 选取 与 8. 3 中 的 相同 , 即 
i40 , P7—225".0 , e—0.004 , 7—1007. 9 , £2— 507.0 , w—50.0 , M=0°.0 

考虑 地 球形 状 主要 带 谐 项 (J;,J;,J,) 摄 动 ,三 种 算法 的 计算 结果 列 于 表 5, 沿 迹 误差 ACLM 十 名 ) 

列 于 表 6, 相 应 的 无 摄 运 动 的 沿 迹 误 闯 AM ten FIERE ?7。 表 中 各 量 的 意义 与 8.7 中 各 量 的 

意义 相同 。 表 5 中 RK 这 一 栏 的 数值 仍 为 比 对 标准 , 表 6 和 表 7 中 了 on 的 数值 基 每 圈 的 积分 

步 数 ,例如 1000, 即 表示 每 轿 取 1000 步 。 

从 表 中 列 出 的 结果 可 以 清楚 地 看 出 ,由 于 人 工 耗 散 ,致使 RK 方法 的 洛 迹 误差 随 (1 一 t0)? 
增长 ;而 两 种 辛 算法 SRKN 和 SI 均 因 有 和 保 辛 的 特点 ;能量 误 差 不 随 GG 一 ) 增 长 , 笃 使 沿 迹 谋 
2$ ACM 十 w) 仅 随 G4 一 to) 线 性 增长 。 另 外 , 解 二 阶 方程 组 的 六 算法 SRKN 出 同 阶 的 解 一 阶 方程 
组 的 辛 算法 SI 在 精度 上 高 一 个 量 级 ,这 也 是 正常 的 , 因 前 者 的 截断 误差 比 后 者 高 一 阶 ( 对 积分 
步 长 而 言 )。 既 然 辛 算法 有 这 样 的 优点 ,因此 ,在 长 缠 ({ 或 者 较 长 的 弧 段 ) 定 轨 计 算 中 亦 有 应 用 前 
E. 

X SEXTEHIZLXOCPIS REB ER EXEJLT- BUT PR RR] RASSE SCE XR 11]—-[13]. 得 从 
定 基 计算 结果 ( 见 表 6 和 表 7) 的 比较 来 看 , 辛 算法 与 同 阶 RK 方法 相 比 ,局 部 截断 误差 较 大 ， 
只 是 误差 囚 椒 (主要 表现 在 沿 迹 方向 上 ) 慢 。 如 柯 减 小 辛 算法 的 局 部 截断 误差, 本 章 参 考 文献 
L113;E141 和 [15] 中 作 过 一 些 探讨 ;并 给 出 了 相应 的 六 差分 格式 ,计算 精度 确 有 提高 .下 一 节 将 
参照 本 章 参 考 文献 [14] 的 内 符 ,介绍 一 种 改进 的 显 式 辛 算法 。 
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表 5 计算 结果 (RK SRKN SD 














type a e i ü Mw 
一 和 一 10047 
RK 12255. 0. 109. 50. 396. 
56791528 004084069985 8987975539 3875816354 4219672066 
RK4 56791535 004084070000 8987975537 3875816351 4219658962 
SRKNA 56791598 004084070023 8087975533 3875816341 4219628203 
Sn 56792261 — 004084070441 8987975477 3875816208 4219215668 
RK5 56791525 004084069985 8987975539 3875816354 4219672591 
SRKNS 56791530 004084069985 8987975539 3875816354 4219671119 
RK6 56791527 004084069985 8987975539 3875816354 4219672265 
SRKN6 56791532 004084069988 8987975538 3875816353 4219669533 
SIs 56791570 004084070008 8987975535 3875816345 4219645771 
£—4—1000T,) 
RK 12254. 0. 109. 98. 319. 
790465513 003588948923 8994200090 8824711858 1959479069 
RK4 79471319 — 003688952341 8994199425 8824713446 1964215790 
SRKN4 10464787 003688948539 8994200152 8824711723 1959040774 
SI4 794157943 003688945186 8994200728 8824710312 1954915813 
RK5 79465568 003688948956 8994200084 8824711874 1959524473 
SRKNS5 79465424 — 003688948848 8994200098 8824711845 1959425508 
RK6 79465536 003688948923 8994200088 8824711885 1959498366 
SRKNS 79465470 003688948901 8994200094 8824711850 1950453402 
SI6 79465077 003688948688 8994200127 8824711786 1959216057 
1—1,—10000€7,) i 
RK 12249. o. 109. 223. 267. 
48484342 004740958325 9040067100 7431534483 2498514127 
RK4 48385229 ^ 004740838097 9040973608 7437763455 2960184873 
SRKN4 48485065 004740954732 9040067037 7437532438 2494131629 
Si 48481951 —— 004740935731 9040066435 7437511642 2452903235 
RK5 48483380 004740957143 9040067165 7437536708 2502968419 
SRKNS 48484428 —— 004740957435 9040067094 7431534281 2487973918 
RK6 48483925 —— 004740957772 9040067129 7437535456 2500441746 
SRKN6 48484384 —— 004740958162 9040067098 7431534371 2498260916 
SI6 48484770 —— 004740956080 9040067063 7437533166 2495905750 


Z08 











表 6 ACT 十 o) 





type order Tadh 90 100057 1000067 0 
RK 4 1000 1. QE-07 0. 8E-05 0, 8E-03 
SRKN 生 1000 D, 8E-07 ü., SE-06 0. 8E-05 
SI 4 1000 0. SE-06 0. 8E-05 0, SE-04 
KK 505) 308 0, 9E-08 0, SE-07 9. SE-05 
SRKN 5 300 ü. 9E-08 0. 9E-07 0. SE-06 
RK 802 200 3, 5E-10 3. 3E-08 3. 4E-06 
SRKN 6 200 4. 4E-09 4. 3E-08 4, 4E-07 
SHG 5 200 4. 6E-08 4. 6GE-07 4. GE-06 


HET AMH 





tyPe order Th 10007, 1000CT,) 10000CP) 
RK 4 1000 1. OE-07 0. 8E- 05 0. 9E-03 
SRKN 4 1900 0. BE-07 0. 8E-06 0. BE-05 
SI 4 1000 0. BE-06 Ò. 8E-05 Ü, SE-04 
SRKN 5 300 0, 9E-08 0. SE-07 0. 9E- 06 
SRKN 8 200 4. 4E-09 4. 4E-08 4. 3E-07 
SI $ 200 4. 6E-08 4. 6E-07 4. 6E-06 


9.5 一 种 改进 的 显 式 辛 算法 


1, 改进 的 显 式 洋 差分 格式 的 构成 


对 于 受 摄 Hamilton 系统 (例如 受 摄 二 体 问题 , 摄 动 沪 亦 为 引力 ,着 用 运动 天 体 的 坐标 矢 
量 + 和 速度 矢量 r 作为 正则 共 轿 变量 , 即 











-| cn 
则 相应 的 Hamilton 通 数 为 

Hipp =H psg) — Riq) (9, 48) 
其 中 H.E X Bofos SER DC 8 E REB Bol] — ere) CE OG Bos ZO SEE o8 

Hip —TCO-—Vi(g) (9. 49) 
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R(9) 为 摄 动 函数 ,这 蚌 一 自治 系统 ,前 面 已 提 计 ,即使 RR 显 合 自 变量 1, 亦 可 通过 正则 扩充 使 其 
转化 为 自治 系统 。 因 此 ,我 们 仍 采 用 RC(9) 的 形式 进行 讨论 ,这 并 不 影响 所 讨论 的 问题 既然 是 
AES — Hs [ur BR ,应 有 


ARI. - 
iv, L-0 € (9. 50) 


在 太阳 系 中 所 要 研究 的 大 多 数 运动 情况 (包括 人 人造 地 球 卫 星 的 运动 }, 对 应 esc107. 9 f Kk 
方便 ,将 (9. 48) 式 改写 成 下 列 形式 ， 
Hpg) =H, psg eH ig) (9.51) 
如 果 按 Hamilton 函数 的 原形 式 (9. 48) 进 行 分 离 , 即 
H=T p) +V Q) 
Vig) =— Vlg — R(q) 
NHH Hg. s e 28 2 x CHR s SERES BIER EHE, I se EYE SGT p XC EXE dH, 
[E FOU X C. SDAR NETER EF HOS D XEI JG SEE S] CS PER S AERE L8 
然 是 Hamilton Wi, WI S8 Ma — eH Go Bil nf LES, Euler 流 , 有 
(gp Y= (y D H T HaT, p) 
pP—pP-—:HG 
1—],2,7- 
HP RH =aH va ;前 一 步 (g', 户 ) 的 计算 公式 只 是 一 个 形式 写法 , 实 按 二 体 问 题 * 跨 ”一步 (s) 
严格 计算 。 册 此 复合 构成 的 一 阶 辛 差分 格式 为 
(gh) = El, * (gh — Gr) * Ex, (9, 53) 
对 于 m 阶 算法 ;由 第 一 1 G 1 ,gi1sPr BUB E Go BOTE CS 
(q* pO (p) he, V HG? , p?) 
p'— p —hd HQ) 
(q* , p) — (9! pO -Àe V Ha, £9) 
P= p! —hd, HQ?) [ (9. 54) 


(9, 52) 


(g" p= (g7 1, p"  )-Ehc, V HG" 77) 
p'—p—hd.H.(q" O 





其 中 
5u P"—h (9. 58) 
bB—].2,., 
h 是 积分 步 长 ,c; 和 di G— 1,2, ,mm) 是 待 选 参数 ,直到 作 阶 的 具体 数值 ,前 面 均 已 给 出 。 注意 ， 
在 上 述 复 合 过 程 中 ,每 一 步 (s) 二 体 问 题 的 计算 ,对 应 s=hc,。 
由 于 无 摄 运 动 部 分 可 保证 足够 的 精 立 ,那么 按 上 述 分 解 形式 构造 的 显 式 辛 差 分 格式 ,其 局 
部 截断 误差 只 是 原 方 法 的 6 售 , 显 然 碱 小 ,这 将 导致 整个 计算 精度 的 提高 。 如 果 摄 动 部 分 
eHi(q) 还 可 分 离 出 一 部 分 与 Holtp,9) 会 并 , 且 有 分 析 解 ,那么 按 上 述 方法 还 订 构 造 精 度 更 高 的 
显 式 辛 交 分 格式 ,这 有 利用 中 间 轨 道 的 含义 , 且 类 似 于 上 …-` 章 的 改进 的 Encke 方法 的 构思 。 
210 


Tg 4 - | 





2. 数值 验证 


为 了 与 前 面 的 计算 结果 作 比 较 , 仍 以 Lageos 卫星 在 地 球形 状 上 要 带 谐 项 tT, .J) 摄 动 
下 的 运动 为 背景 , 初 情 选 取 亦 同上 一 节 。 计 算 结 果 列 于 表 8, 其 中 RK 和 SI6, 即 前 面 已 得 到 的 
AELE 6),LS6 即 上 述 改进 的 显 式 辛 算法 ， 





表 8 ACMaD 


type order Tadh 100€T,2 1000 C75 10000€T ) 





RK 6C 200 3. 5E-10 3. 3E-08 3, 4E-06 
SI6 6 200 d. 6E-08 4. GE- 07 4. 6E 06 


LS6 6 50 5. OE-10 8. 0E-09 12. 0E-08 


de 8 中 列 出 的 数据 已 清楚 地 表明 ,改进 的 显 式 辛 算法 确实 有 效 , 既 能 保持 辛 算法 的 优点 ， 
又 减 小 了 局 部 截断 误差 ,从 而 提高 了 长 弧 段 的 计算 精度 ,即使 所 取 步 长 比 其 它 两 种 方法 增 大 上 
倍 , 可 精度 仍 很 高 . 若 将 步 长 改 为 To 一 100, 则 在 1007o( 即 100 PED SLEE E. R AM 
a)n[pEESS 1.0X10 ", 但 有 一 点 必须 说 明 , 对 于 LS6, 到 10007T 后 接近 100007, IE TIER IR 3E 
的 累积 稍为 加 速 , 几 乎 是 按 2(i 一 i,) 增 长 ,这 主要 是 到 计算 后 程 , 合 入 误差 的 累积 开始 起 作用 
的 原因 ,因此 步 长 不 宜 太 小 。 有 关 这 一 问题 的 讨论 ,请 见 本 章 参考 文献 L[15] 。 

作为 本 章 的 结尾 ,有 如 下 两 点 说 明 : 

(1) 对 于 不 可 分 离 的 Hamilton 系统 ,没有 统一 格式 的 显 式 辛 差 分 格式 .如 果 不 可 分 部 分 较 
小 ,或 是 小 耗 散 系统 ,经 简单 处 理 后 ,引用 显 式 辛 算法 以 及 9. 5 中 给 出 的 改进 的 显 式 辛 算法 . 计 
算 效 果 仍 然 是 好 的 9。 

(2) 日 前 只 对 线性 Hamilton. 系统 构造 出 辛 多 步 法 ,而 对 非 线 性 Hamilton. 系统 (动力 天 文 
中 所 明 到 的 问题 几乎 都 是 非 线性 系统 ), 则 不 能 构造 上 述 意 义 下 的 辛 多 步 法 ,这 一 问题 有 待 进 
一 步 研 究 。 
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BTH ”轨道 改进 


10.1 问题 的 提 法 


通过 前 面 各 章 的 讨论 ,读者 已 经 清楚 地 夏 出 ,天 体 运 动 (即使 是 受 概 二 体 问 题 ) 所 涉及 的 数 
学 模型 ,是 一 个 相当 复杂 的 非 线 性 动力 系统 ,在 所 选取 的 直角 坐标 系 中 , 根 应 的 运动 微分 方程 
可 写成 下 列 形式 : 


了 一 丽人 
. . (10.1) 
ri D =r . r(t)-—f. 
对 于 受 摄 二 体 问题 ,方程 (10. 1) 叉 可 写成 
r=Fo(r)+ Fuse) (10.2) 
Hp FRU RE AS A WERE , BT 
F=- (2) 29.3) 
Lu r 


4 二 GCM 十 im) .F, 为 各 种 摄 动 加 速度 。 由 于 F 对 应 于 一 可 积 系 统 ,相应 的 解 为 不 变 椭 阅 ,那么 
问题 (10. 1) 可 经 常数 变易 将 其 转化 为 以 椭 回 根 数 来 描述 的 小 参数 方程 , 即 


和 
git) = oo 
这 时 < 是 6 维 向 最 ,其 元 素 即 6 个 轨道 根 数 ,是 相应 的 6 维 向 量 函数 


如 果 问 题 (10. DEO 4) 的 数学 模型 ( 即 右 函 数 FF 或 门 以 及 相应 的 初始 条 件 是 准确 的 . 
那么 ,可 以 积分 上 述 方程 给 出 运动 天 体 状 态 的 演变 , 即 


(10. 4) 


MM 
. . . (10.22 
TCE) =F (Fps ot) 
或 
c(t) —oCo;. t) (10.6) 


但 事实 上 ,数学 模型 (主要 是 一 些 已 模型 化 的 摄 动 因素 包含 的 物理 参数 ) 和 初 值 是 不 准确 的 , 计 
算 值 rt ,r0) 或 ot1) 与 天 体 的 真实 位 置 和 速度 并 不 相符 ,这 就 需要 道 过 一 系列 的 观测 值 来 校 
正 上 述 有 关 和 参数 和 初 值 ( 即 不 准确 的 初始 办 道 a) ,轨道 改 进 的 名 称 就 源 于 此 , 即 通 过 观测 量 来 
校正 原先 给 出 的 不 准确 的 轨道 及 有 关 参 数 。 有 时 也 称 转 道 改进 为 轨道 确 定 。 

从 解 微分 方程 的 角 讲 来 看 . 罗 道 改进 就 是 将 一 个 常 微分 方程 初 值 问题 转化 为 边 值 问题 ( 现 
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测 值 即 “ 边 值 ”> ,由 边 值 条 件 反 过 来 确定 初 值 (轨道 ,此 即 “ 打 靶 法 ”, 这 将 涉及 到 求 代数 方程 的 
解 .不 过 轨道 改进 过 程 中 还 要 用 到 大 基 观 测 资料 的 统计 特性 ,而 不 是 简单 的 将 -个 初 值 问题 转 
化 为 边 值 问题 来 求解 ,这 又 将 涉及 到 最 优 估 计 问 题 , 因 此 也 叫 统 计 定 轨 。 在 天 体力 学 领域 中 ,各 
种 大 体 ( 包 括 人 造 地 球 卫星) 的 定 加 问题 ,几乎 都 在 采用 最 小 二 垃 估 计 ,为 了 便于 引用 最 优 佑 
计 理 论 的 一 些 结果 ,下 面 将 用 相应 的 语言 和 符 寻 “来 阐明 轨道 改进 问题 的 具体 提 法 . 有关 概率 
统计 的 基本 知识 和 常用 符号 ,本 书 将 不 作 过 多 说 明 , 读 者 如 有 需要 ,可 翻阅 有 关 书 籍 。 

称 符 改进 的 轨道 alaei Qe M RRMA TIE TRO A 0] 2E AC 8 为 状态 向 量 ( 简 称 状 
SE) ICE X EE n 维 向 量 ,通常 wn 之 6。 对 天 体 进行 观测 的 随机 采样 数据 (如 赤道 坐标 es. 
HETER AR MERE o 和 距离 。 等 ), 称 为 灿 浏 量 , 沁 作 了 , 它 是 mm 维 向 量 ,显然 加 宕 1, 状 态 
时 所 满足 的 微分 方程 可 以 写成 下 列 形式 ，; 












































=F(X,t)! 
(10.7) 
XG =X, i 
这 里 右 函 数 下 是 呈 维 向 量 遂 数 。 该 方程 的 解 一 般 可 以 写成 下 列 形 式 ， 
XGO —XGOGQ.0 (10. 8) 
为 了 讨论 的 需要 , 矢 且 将 其 写成 线性 形式 , 即 
AOS Ou, X, D (10. 9) 
或 简写 为 
X= bX (10.10) 





这 … 表 达 式 称 为 状态 方程 (或 称 状态 转移 方程 ),$,,_, 是 nXn 阶 状态 转移 矩 阵 ,表示 从 状态 
X, ,转移 到 状态 Xi Hd, a LL nx 阶 单位 矩阵 。 关 于 解 (10.10), 是 由 分 析 方法 给 出 
还 是 由 数值 方法 给 出 ,这 无 关 紧要 ,转移 窍 阵 呈 .，, 的 具体 形式 到 底 如 何 , 这 也 不 影响 下 面 的 讨 
论 。 随 机 采样 数据 7 与 观测 量 的 真 值 五 (Xi) 以 及 测量 噪声 Y 即 随机 误差 ,是 m 维 随机 向 
量 ) 之 间 的 关系 为 








Y,— HG 40 Vi (10. 1D 
通常 HE OG t0d& — RERA XXL UBER FUERTE. 
Y,—H,X,-V, (10.12) 


这 一 表达 式 称 为 测量 方程 ,五 , Eom Xn p S PR. BEV, 为 一 零 均 值 (EV 二 0) 的 白 噪 声 ， 
有 方差 阵 ; 
EV,V't-R, (RS>0) 
EV,VT—0 (i*r) | 
这 里 均值 EV. 就 是 随机 量 V. 的 数学 期 望 。 在 均值 为 零 的 情况 下 ZEE eO EVV, X 
HG, D RERS ,将 在 后 面 10. 3 中 具体 讨论 。 

在 上 述 基 础 上 , 轴 道 改进 问题 就 成 为 一 个 状态 估 值 问题 ,其 具体 担 法 是 :利用 带 有 和 随机 疯 

测 误差 V,U— 1,2. ,的 一 测量 序列 了 ,了 2,…,Y 和 已 知 的 初始 状态 XX; ,确定 在 某 种 意义 
KA“ REC" fe X. 

这 里 首先 要 考虑 的 一 个 问题 , 即 是 否 与 系统 (10. 100 (10, 12) 相 应 的 任何 一 测量 序列 都 能 
唯一 确定 状态 X; 的 一 个 “最 优 ” 佑 值 ? 在 第 一 章 1.7 节 初 轨 计 算 中 曾 提 到 可 观测 性 问题 ,这 四 
问 样 有 类 似 问题 ,下 而 就 讨论 轨道 改进 中 的 可 观测 性 条 件 。 

(0. 10) 和 (10. 12) 式 对 应 如 下 确定 系统 ， 
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(10. 13) 























成一 一 

Y=HX, Í (10. 14) 
定义 :如果 对 时 刻 名 ,存在 时 刻 上 = 十 NN 一 1(N 为 正 整 数 ) ,使 得 由 测量 序列 Y. Yu sens 
Yaar :能 够 唯一 确定 系统 (10. 140 4 k 时 刻 的 状态 X ,那么 就 称 该 系统 在 和 时刻 是 完全 可 
观测 的 ,或 称 该 系统 在 Li, 妇 区 间 上 是 完全 可 观测 的 。 下 面 将 用 数学 形式 来 表达 相应 的 条 件 ， 
为 此 ,将 (10. 14) 的 第 一 式 改 写成 











YS H Dra X, ES C10. 15) 
其 中 5, ERAAI G X 到 X. 的 转移 矩阵 ,有 Ba 5l i ARATRER TINEA: 
(Hi, Y, 
| 
H + o c1, Y I 
n wt =| "| (10. 16) 
Hen 1, esca, lv, +N- 2 
或 简写 成 
AX, —B (10. 17) 


A B AGO. 1ORA E BEER RE., Ei ERRATE k 时 刻 完全 可 观测 ,就 等 价 于 要 求 存在 
一 个 正 整 数 六 ,使 方程 (10. 16) 对 X, 有 唯一 解 ,其 充分 必要 条 件 是 下 述 矩 降 为 正定 ， 


EtN-l 


A' A= 之 (B, HD CH Ds. 70 (10. 18) 


BI. ATE ko 讨 刻 完全 再 观 测 时 ， 测量 序 列 Y. Yi- ie GoR& -N-—dUbDIBBETE— 08 
ERRO IOE k MARRE 成 ,因为 
Kim Dra X. {10. 19) 


EE AT EE 73 f. HR RERE Da 可逆 时 ,条 件 (10. 18) 亦 可 改写 成 下 列 形式 : 
2; Hn CH, ,) 70 (10. 20) 
TM HIERH 25 (E CLO. 20) 式 成 也 时 ,对 一 切 mxm BIE E E RESF FI WoW: Wa’ FA 
DAI MP 
2; DH WAHG, >0 (10.21) 
TE T Xr gei wd, 


10.2. 最 小 二 乘 估计 


L 无 偏 最 小 方差 估计 


候 定 有 一 测量 序列 了 Yov ,Ys, 它 们 包含 一 定 的 适 机 测量 误差 ,由 这 一 测量 序列 来 估计 
某 一 状态 量 外 ,给 出 估计 值 攻 ,显然 儿 也 是 … 随 机 量 。 
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所 谓 无 偏 犀 计 ,是 指 随 机 其 让 的 数学 期 望 ( 即 平均 值 ) 等 于 状态 量 X 的 数学 期 望 , 即 
EX-—EX (10. 22) 
xi X ARIE. BI SER 
EX—X (10. 23) 
无 偏 性 表明 , 当 进 行 大量 重 复 性 测量 ,获得 多 个 测量 序列 的 独立 样本 时 ,由 每 个 测量 序 鹿 样本 
所 求 得 的 佑 计量 七 之 平均 近似 地 为 EX( 或 天) ,这 是 相当 重要 的 。 但 仅 有 无 偏 性 还 不 够 ,要 了 寻 
找 最 优 的 估计 ,还 要 求 闷 是 最 小 方 善 佑 计 , 即 估计 误差 总 …X 的 方差 达到 极 小 ; 
var(X — X) —E(QX — X)(X — X) —min (10. 24) 
min 是 对 一 切 可 能 的 估计 而 言 。 
元 偏 性 将 保证 由 不 同 的 测量 序列 了 ,YY 的 样本 所 获得 的 慷 计 量 A ERE X BOB 
和 近 持 动 , 而 最 小 方差 将 保证 这 种 摆动 绊 均 值 运 极 小 。 


2. Bip —3 fbit 
这 旦 所 说 的 最 小 二 乘 估计 是 一 种 简单 的 最 小 二 乘 估计 ， 亦 称 古 典 最 小 二 乘 估计 ,考虑 下 列 


线性 系统 ， 
=D aXe 
(10. 25) 
yp 

其 中 V, 的 性 质 同 前 。 由 测量 序列 Y, 了， ers Fa 获得 的 状态 X, 的 最 小 二 乘 估 计 Žoao CERE 
平方 和 达到 极 小 , 即 

U= 之 (Y,— Hid, X407 (Y; — Hid, X, — min (10. 26) 
这 里 是 标量 ,Y, 和 Xi 都 是 列 向 量 ,不 难 求 出 


é 
a 5 
D" —2 2i DHI (Y, — H,0,,X,4) 


za 也 是 列 向 量 。 条 件 (10. 26) GR 


Ü 
Rm 
Bp 
n à 
(QueG HH 0X 2:41,HTY, (10. 27) 
此 即 通 常 上 所 说 的 法 方程 ,市 矩阵 
2 (HBa HB) 


就 是 法 化 矩阵 。 显然 要 求 mzX 训 nr, 方程 组 (10. 27) 是 关于 维 向 量 久 ,的 线性 方程 组 ,其 解 可 
立即 写 出 , 即 
Riam (Q ORHI H Dra) Quen umo (10. 28) 
条 件 (10. 20) 保 证 了 方程 组 (10. 27) 能 唯一 确定 状态 Xa C10. 28} 式 就 是 由 测量 序列 了, ,7。， 
SY, 获得 的 状态 ;的 最 小 全 葬 供 计 的 计算 公式 。 
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不 难 证 明 , 上 述 线性 估计 Xue X. 的 无 偏 估计 ,有 


; , 
ERa =. D ORHTH Da) ( 之 dE, HTEYO 
而 
EY,—ECGI,X,-VO-—- H,X,— Hd, Xa 
代入 上 式 即 得 


ERin= (U HT H Ba) DELH HDX: - X, 
pi RE dr) — 3e fi e EXE TC d T ,该 估计 使 残 差 平方 和 达 极 小 。 
显然 ,简单 最 小 二 乘 估 计 没 有 充分 利用 太 量 随机 采样 数据 的 统计 特性 .不 过 这 是 有 其 实际 
背景 的 ,在 随机 采样 数据 不 移 时 ,或 并 不 具有 理想 的 统计 特性 时 ,当然 就 谈 不 上 去 利用 这 些 特 
性 ,而 过 去 对 由 热天 体 的 观测 ,采样 数据 就 不 多 ,引用 这 种 简单 的 最 小 二 乘 估 计 是 很 自然 的 . 近 
年 来 ,由 于 浏 量 手段 的 不 断 改进 ,提供 了 大 量 采 样 的 可 能 性 ,特别 是 对 入 闭 天 体 的 跟踪 ,因此 ， 
现代 最 优 居 计 理论 随 之 发 展 起 来 ,这 就 有 可 能 在 简单 最 小 二 乘 居 计 的 基础 上 进一步 赋予 新 的 
PIS :最 优 加 权 ,避免 大 量 数据 存 狂 的 递 推算 法 ,以 及 充分 利用 初始 估计 等 。 





3. 加 权 最 小 二 乘 估计 


考虑 随机 采样 数据 具有 不 同 的 精度 ,假定 一 测量 序列 YoYo Y AA REEF 
W, IW Ut W, E BEC IESETE BE, 加 权 残 差 平方 和 为 


D 
U= 2i YH Bakan Wi Q;— Hi, Xu 


由 
aU —— 
ES 0 
得 
( 2UBSHTWIH A aa 2; PHWY. (10. 28) 

这 就 是 加 权 法 方程 。 由 此 可 得 加 权 最 小 二 乘 估计 LAH RRA: 

Xa 2/0 HT W;Hib 1 218, HTWY» (10. 30) 
由 (10. 30) 式 ,根据 对 测量 噪声 V 的 假定 ,可 以 证 明 这 样 的 最 小 二 乘 居 计 入 也 是 无 偏 估 计 ， 
进而 可 给 出 估计 误差 : 


站 一 总 =a Ekan 


* E] 
= (QUI WH 07 (OIL HTWVO 


相应 的 估计 误差 方差 窒 阵 为 
Li i 
varin — Xp =C 2 PHW H Ed C 之 QI HTIW.,RW,H.,.) 
F 
X GAL HTW,H,) | (10. 31) 
mr 
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其 中 利用 了 Vi 的 性 质 和 Wi 二 WE。 不 难 证 明 , 当 各 第 阵 W, 取 为 Ri! 时 ,上 述 方差 达 极 小 ,这 
FE VERB UI ,读者 如 有 兴趣 请 参阅 本 章 参 考 文献 [ 2] 第 一 章 ,或 本 章 参 考 文献 [3 第 十 四 章 。 此 
时 在 





a! a : 
Ei D OHIRI LH DT 2, PI TI Rr Yo (10. 32) 
= =1 
相应 的 TEGOLE Pu A 
k 
3 
Po 一 ( DT HIRT HUY 1 (10. 33) 


TUE ExERHE UT VUE di ARTERA 1 UICE TIR P BUR EIE Be W= R ' 时 (有 即 对 
随机 采样 数据 Y 进行 最 优 如 权 ), 最 小 二 乘 估计 是 线性 无 偏 最 小 方差 估计 《严格 地 说 ,是 没有 
初始 估计 的 最 小 廊 善 司 计 ,这 种 最 优 扣 权 的 最 小 二 习 佑 计 又 称 为 马尔 可 去 估计 。 


4. 最 小 二 乘 估计 的 两 种 算法 


常 采 用 的 两 种 算法 是 批 处 理 算法 和 递 推 算法 ,后 一 算法 又 称 为 序 贯 算法 ( 亦 称 序 贯 处 理 ) 。 

关于 批 处 理 算 法 ,这 是 最 小 二 愧 估计 的 经 典 算法 , 即 一 测量 序列 ,Ys Ya Yai Yas 
,了 4, 的 全 部 数据 整 批 参 加 估算 ,从 和 而 按 (10. 32) 式 算出 状态 X 的 最 优 估计 Riar AERA 
是 从 !=1 到 4 一 十 s。 RE Fb R/ Rs PERH k ERRE X 对 度 羡 时刻, 而 下 面 的 上 + 就 
表示 用 了 序列 六 ,Yo,"… Yi, 的 全 部 数据 。 当 然 , 也 可 用 全 部 资料 获得 状态 Xu 的 最 优 估计 
Xuwrr。 这 种 算法 在 大 批 资料 的 情况 下 ,数据 存 贮 量 太 大 ,因此 ,在 最 优 加 权 的 最 小 二 屁 佑 计 
中 又 提 出 了 避免 存 贮 量 大 的 递 推算 法 一 一 序 贯 算法 。 

关于 序 贯 算法 ,可 用 下 述 过 程 进行 说 明 ; 将 观测 量 Y, Yars Yir Yos Yos Yu RC 
两 批 ,首先 由 Y Yon Yo 获得 XL 的 最 小 二 乘 估计 六 wu， 然 后 丢掉 这 一 批 观 测量 ,再 利 胃 估 计 
XR HEN BEY Yos e+ 来 求 得 状态 Xo igo SX (SHE Xu o XUI CAE 
理 算法 中 将 e+: 个 观测 量 作 一 批 处 理 而 获得 X14 的 过 程 。 

按 (10, 3218100. 33) 式 有 





"T 
Xi sm PW HIR HID) O Pa HIRT Y) (10. 34) 
&4 

Pipu =E DHT RH Birr) | (10. 35) 

in 
Xia Birsa Aan 《10. 36) 
Piae = Bs, PAL (10. 37) 

并 利用 
Prha = Drar 
则 得 


its 
" —^ . 

一 T Tp- 一 ! 
Xu asm Pia 22 DH RHD) 


kis 
x 175 之 Bi HR, Y) (10. 38) 
—ÉTI 
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间 样 可 得 
bs 
Pa 一 Palat 2; SLAHTROH (10. 39) 
一 对 1 


(10. 36)~《10. 39) 式 就 构成 了 最 小 二 敢 估 计 的 递 推 公式 ,可 以 称 X» Lou BR PULL BERE 
RET 35 e .根据 上 述 方法 ,可 将 观测 序列 按时 间 顺 序 分 为 若干 批 ,每 次 处 理 一 批 观测 量 ,处 理 
后 即 可 竺 掉 该 批 观 测量 ,并 递 推 去 处 理 下 一 批 观 测量 。 对 线性 系统 ,由 (10. 360 — (10. 39) 式 递 
Ti Fr 8 S d h- Riit Xs 5 HOO. 347 一 (10. 35) 批 处 理 获得 的 最 小 一 乘 估 计 Xu 
显然 是 等 价 的 。 

由 于 s 表示 该 批 观 测 量 的 个 数 ,而 且 可 任意 选取 ,因此 , 当 取 *=1 时 ,就 可 构成 类 似 卡 尔 
S (Kalman E il S FESTE 2b 38 E 





5. JUR ide iE GN Heft 


RHR h RERA mht ix EFRR ERA — TERRI. (BE SCRI 
上 一 段 给 出 的 递 推算 法 ,同样 能 导出 在 有 初始 估计 条 件 下 的 最 小 二 乘 佑 计 公式 。 

除 有 一 测量 序列 了 ),Y,，…,Y 外 ,对 状态 X 还 有 一 个 初始 估计 (也 吗 先 验 估 计 ) 屋 oo ,并 
知道 着 ,i 的 估计 误差 方差 阵 Pon(P 太 又 叫 先 验 权 )》。 在 此 情况 下 ,由 (10. 360 — (20. 39) 式 不 难 
给 出 具有 初始 佑 计 的 最 小 二 乘 估计 计算 公式 为 

Xs — 0, Xs (10, 40) 
P rro = Or oP oP. o (10, 4D 


n 
总 一 (Pint 2,8, HTR HDD 
á 
X (GPUAX us - ZOHIR Y) (10. 42) 


Pin= Piat 20, HERO Hé )7 (10. 43) 
其 中 总 wm 就 可 看 作 初 始 预 报 值 , Pu 为 其 预报 误差 方差 阵 。 


10.3 非 线性 系统 的 最 小 二 乘 估计 一 一 轨道 改进 


对 于 和 天体 定 轨 问题 ,所 涉及 的 是 非 线性 系统 ,相应 的 状态 方程 和 测量 方程 可 写成 下 列 形 
式 : 
Ki f Xristi) {10. 44) 
Y, H Kitt AVH (Kt +V: (10.45) 
这 里 X= Jen t; AK n 维 状 态 向 量 ( 天 体 轨道 根 数 和 和 待 佑 和 参数),Y, 表示 时 刻 的 m 维 
观测 向 量 ,V 是 相应 的 测量 噪声 (rm 维 向 量 ), 假定 
EV,—0 
并 有 方差 阵 ， 
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EV,Vi-R, (UO 
Ev,Vi-o «ux» | (1948) 
关于 状态 方程 ,向 量 庙 数 /的 形式 取决 于 用 什么 方法 求 根 数 o 相应 的 运动 微分 方程 的 解 
Tn CES B 的 变化 规律 .但 了 的 作用 只 有 两 个 , -是 用 来 作 状态 转移 计算 , 即 由 闷 : Ho X. 
就 此 而 言 ,7 的 形式 到 底 如 何 无 英 紧 要 ; 另 一 是 在 构成 法 方程 时 将 要 用 到 了 的 偏 导数 ， 
aX. af 
aX, AX: 
其 具体 形式 视 问 题 的 要 求 而 定 。 关 于 测量 方程 ,对 于 天 体 定 轨 问 题 , 互 ROI EE Ca 05 Ah pp 
等 ) 与 天 体 轨 诞 根 数 a 之 间 的 函数 关系 , 它 的 作用 也 是 两 个 ,是 由 雪 时 的 卫星 根 数 o, 计算 相 
应 时 刻 的 观测 量 Y,; 另 一 是 在 构成 法 方程 时 让 用 到 了 区 数 a 以 提供 观测 量 Y, 对 根 数 o 的 偏 导 
Ji 入 /a0 二 3 /as,。 当 用 坐标 .速度 作为 基本 灾 量 通过 数值 方法 给 出 时刻 的 ron 时 ,可 直接 
由 此 算出 时 刻 的 观测 量 Y,, 此 时 .的 第 一 个 作用 请 失 , 五 的 计算 也 随 之 得 以 简化 。 人 得 是 ,这 
并 不 影响 有 关 天 体 运动 的 状态 量 仍 采 用 轨道 根 数 o. 
关于 上 述 定 办 问题 对 应 的 非 线 性 系统 (10.45)? 的 最 小 二 乘 估 计 . 即 有 一 测量 序列 YY, ,了 :， 
eY, 和 待 佑 状态 量 X, 的 一 个 验 前 佑 计 Xs ,如何 求 得 状态 量 X. BIER SEAT Re 
X, 对 应 的 时 刻 terti mets 
最 小 二 科 居 计 的 最 优 准 则 是 使 下 列 残 差 平方 和 达 极 小 ， 


U= 2, (Y — HO 40) Rr AY, — H OU 82 (10.47) 
=i 


这 里 取 了 最 优 加 权 ,如 不 取 , 则 R =I e i. BUT EdEERTE IE ERHET A fü 
(10. 47) 式 达 极 小 的 严格 解 区 ,是 采 难 的 ,通常 是 采用 在 线性 化 基础 上 的 迭代 过 程 来 给 出 
Aus. BEC VAR RUE TT Xo 为 参考 值 ,将 (10. 47) 式 进行 线性 化 , 即 








Y; HG ot) BR OG Xin) T Vi (10, 48) 
其 中 
BA p= RD (10. 49) 
事实 上 ,对 于 天 体 定 轨 问 题 , 号 矩阵 应 该 是 下 列 形 式 ， 
8H (o t) da CX JU - 
BG ee TÁÓAXS dex (10. 50) 


注意 ,(10. 48) 式 中 的 验 前 售 计 Aug E EBERT Po OH Xu PAR CR XR 
JF Af TE TUS XRCKAEUS 85 T 3008 IRR. 0 KEM XS. AREN F: 
根据 上 节 对 线性 系统 建立 的 方法 ,以 0 次 近似 X ESRB. X» 的 一 个 最 小 二 乘 和 估计, 当 作 第 
RE X32. METER, BEGREBER: KEM XS 
—H (RRt = BGB tX R =V, (10. 51) 
jx BY, HOG, t), X.— XP. RON ZOAMHBIHARERT E—BAT ES mimi v, qos st 
X; WER HO o TEP ;十 1 次 近似 种 8 的 计算 公式 为 


总 周一 + CB CR st) RE BRE PETO D a 


XÈ BURR OR PIY H RDJ) (10.52) 
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相应 的 残 差 平 方 和 的 第 (十 1) 次 先 代 值 为 


Ut -Do HORM O Y R OY H (RER a» (10.53) 
上 述 送 代 过 程 , 只 要 验 前 估计 ( 适 代 初 值 X BRE ERE -范围 内 * 通 常 是 收效 的 ,其 表现 为 
各 次 残 差 平方 和 的 迭代 值 逐 次 减 小 ,存在 一 极 值 。 而 在 具体 轨道 改进 工作 中 ,只 要 先 代 过 程 进 
行 到 两 次 残 差 平 方 和 的 达 代 值 UV 和 UU" 满足 
j^ Ut [xn 
就 中 止 , 其 中 pg 是 按 精 度 要 求 给 定 的 一 个 大 于 零 的 小 量 ， 

对 于 非 线 性 系统 (10.45) 式 ,同样 可 以 给 出 具有 初始 估计 的 最 小 二 莱 悄 计 公式 。 设 X; 的 
初始 估计 ( 先 验 估 计 ) 为 Xu ,相应 的 方差 为 Poo BRE Xu Ys ys wy 给 出 总 的 最 小 二 
乘 估计 R BEER REH X us Fs] T BU SET FERES ARDE. RR GX RUN 
初始 估计 Xn DA RI EOS RICE XD. TIER F Br] — 3E BEBO XE ICA US 


BU =ý P+ DER ORBO yst)! 


X GO X8) Ns OU 40R LY, H Rist) D (10. 54) 

对 于 人 造 天 体 定 轨 问 题 ， 由 于 采样 数据 往往 相当 多 ,为 了 共 免 大 量 数据 存 贮 和 法 化 乱 阵 玉 

道 的 困难 ,同样 可 采用 线性 系统 中 的 序 叶 算法 。 不 过 ,对 于 非 线 性 系统 ,由 测 晤 序列 说 Yote 

Y, 用 分 批 递 推算 法 求 得 的 XX 的 最 小 二 乘 估 计 与 用 所 有 观测 量 的 批 处 理 获 得 的 X, 的 最 小 二 

线 合 计 不 完全 等 价 ,一 般 地 说 还 要 损失 精度 ,只 有 在 一 定 条 件 下 采用 序 贯 算法 才 是 有 利 的 , 读 
者 可 参阅 有 关 文 献 。 


10.4 轨道 改进 中 的 几 组 基本 关系 式 


根据 上 节 的 讨论 可 知 ,下 述 三 组 偏 导数 关系 是 轴 道 改进 工作 中 的 基本 关系 式 , 即 


aY Ar. r) às 
Ara) C ar 'o 3X, 


它们 都 是 由 于 非 线性 系统 线性 化 及 构造 相应 的 法 方程 时 所 融 要 的 。 其 中 了 是 四 种 观测 量 :a， 
Ahib p. o 是 六 个 精 贺 轨道 根 数 ei o, M; CS UE EE ai 一 eeose, 一 
一 esinw,4 一 MM 十 w。 而 X, 是 待 估 状态 量 ,包括 待 改进 的 六 时 刻 (这 是 为 了 书写 方便 ,任何 一 

ts 都 可 以 ) 的 轨道 根 数 m( 或 平均 根 数 oo 和 某 些 待 佑 参数 B。 前 两 组 嵩 导 教 即 上 一 节 吾 ape 
的 3H /ae. 





aH aH 8r) 
do Xr.) 加 


采用 这 种 表达 形式 ,是 因为 四 种 观测 量 与 轨道 根 数 之 间 的 关系 通过 ,来 表达 比较 简单 .第 二 
MAPA /ax 涉及 到 状态 转移 问题 ,这 里 X 一 | “| 。 下面 分 别 给 出 三 组 偏 导数 的 具体 关系 
A. 
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1. aY / atr. r) 


(1) Gp/2r. 这 里 用 坐标 旋转 的 方法 来 进行 推导 。 图 10.1 是 以 观测 者 OU 为 中 心 的 天 球 ， 


S, AREARE. O -x y z ER IE E A 
标 系 15 oleo 是 辅助 坐标 系 spor for fs ^y 3l 为 
天 体 视 向 径 方向 \ 赤 经 圈 各 赤 纬 圈 切 线 方 向 的 
单位 矢量 .根据 天 体 和 测 站 在 所 选择 坐标 系 中 
Rp pL SE CLER] 10.208 

p-—r—R (10. 55) 
Hi XC RT AD. Ap E O'-z y z' Eb AR REOS 
E 

Ax! LAS! Lg! 
T Ef D ^P b AR RR DP BUS 
Ap, pcosó Aa PAG 

这 两 种 投影 是 问 … 个 向 基 Ap Ar— ARTES 
Aa 和 A6 各 表示 a 和 6 的 微小 变化 ,根据 坐标 
旋转 不 难得 知 ， 
































Ap Ax 
pcosó^a | - RC—-8)R, (2) ay | = 
pà? az' 
cos 0 simó][cosa sine QO|[A^r—AX 
0 ] 0 —sinó cosa Q||AÀy— AY 
一 sin Ü cosó 0 0 lliAz—AZ 
(10. 56) 
fu 
ap 
ar 
2P) 一 de 
E4 = |pcosó p 
a 
Py 
ap 
aR 
2) Ed 
El = pcosá JR 
98 
PR 


则 由 (10. 56025, 48 
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aluo n —Á— M — rarr 





图 10.1 MKIA Oc yz Rl 
AES iR AA S. -jajaja 


o $ 0 


图 10.2 Xf sm O EXE 


(10. 57) 


(10. 58) 














P) S p 
| 六 | 二 apj ^ RC 8)R,Ca) 
CcOSÓCOs« cosósina sing 
| 一 —sine cosa Ü (10. 59) 
| | —sinócose  —sinósina cosé 
如 果 需 要 ,上 述 和气 竹中 的 s: 都 可 用 7 一 R 的 分 量 来 表示 ,例如 
p xl 
(dpi? 1 Leo 
ES = p Y}) |= p (r—R) (10. 60) 
l 
—í(x—Z£ 
P í ) 


| DOPER- REER CERE e Roe Gi p, 即 p= po A IO, BAERE 
| 旋转 的 方法 ,再 根据 (4,6) 和 (Ce,6) 现 种 坐标 的 关系 ,不 难 给 出 

















Ap Ar—AX 
— gcosAA =R WR Ga AR GS RG m) |Ay—AY (10.61) 
| pM Az— AZ 
| 由 此 训 得 
i , 34 4,24 
peos F peos JR n Gui Gu 
d 一 3A -— hy As hy (10. 62) 
PF PIR 
| 其 中 
| an = —sinS$cosA T- cosSsin sing 
4; COS 5COs A -sinSsinÁAsing | (10. 63) 
a= —cosginA 
i A, —cosScosqcosh - sinSsinAsin.A J-cosSsingsinAcos.A 
| A4, sinScosgcosh —cosSsinhsim.A J- sinSsingsinhcos A | (10. 645 
Ah,—singcosft —cosgsinhcos A 
上 述 各 起 中 出 现 的 和 8 是 观测 站 的 地 理 经 讶 和 地 方 恒星 时 (注意 选取 的 坐标 系 )。 
3.ap/a(r,r) Bi 
' P= (Cr— RY: (10. 65) 
: 对 时 间 求 导数 ,得 
6 二 (Cr 一 有 ) 。 G—8 (10. 66) 
由 此 利用 (10, 59) 式 可 给 出 
Aj— EG RO Car BR) + GRO (Ar—AR)] 
- eG RY)r— AR) (10. 67) 


于 是 得 
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PLE 
Ie = 一 | 和 = IEDER] (10. 68) 








BESHE ao. 
关于 测 站 坐标 矢量 R 及 其 变 率 屁 的 具体 表达 式 , 视 坐标 系 的 选择 而 定 。 例 如 对 地 心 赤 道 坐 标 
系 , 相 应 的 测 站 坐标 矢量 的 近似 表达 式 如 下 ，; 

Reosg coss 
R= | Reosy sins 
Rsing 
—R, 
Ř=! R 
0 
其 中 ,gg 分别 为 测 站 的 地 心 距 和 地 心 纬度 ,5 是 恒星 时 变 率 。 





(10. 70) 





S 





2. Krt) /oe 


(1) 基 本 变量 为 六 个 轨道 根 数 的 情 闹 ,需要 给 出 的 是 下 列 两 矩阵 ; 
YQ) [cvy a a a * | 
到 | 


à X w JM! C10. 71) 





全 人 | 
p? M| €10.72) 


EE 
du 

Il 

I}. 
jg. L} 
ar. B 


这 在 第 一 章 中 已 导出 , 详 见 公式 (1.63) 一 (1.68)。 
XT om/oM 3 r/d, wM TII ar / oo ITE R= XO, PEEN 


iz =| dtxo =0(e) | 





(10. 73) 





| nC yr dx) -oo| 





JM æl 
TEF r/n £n a/ae.c/a0 38 ar/ao. UR 


Z-Z l= gxn ÉX |=| GÂ) xn|-OtsinD 
(10, 74) 


STe GX RX] = | GÊ x»|-Otsin) 


Hp =y, PERTRA E Bk Car /20) I aro AMR 3879 O CRI 
Otsin?) 的 量 级 ,这 和 摄 动 解 中 的 情况 相同 ,e 一 0,i 二 0 或 180° 都 是 因 变 量 选 择 不 当 对 应 的 奇 
点 , 即 出 现 这 两 种 情况 时 , 相 诬 的 失 阵 行列 式 为 零 . 这 将 导致 法 化 矩阵 非 正定 ,从 而 破坏 了 可 观 
测 性 。 因 此 ,与 摄 动 星 历 计 算 一 致 ,为 了 避免 e=0 的 问题 ,引进 变量 ， 
as id, 1) f=ecosw, 7=—esinw, A-—M-re (10. 75) 
而 同时 避免 e=0 和 :=0 时 , 则 引进 变量 ， 
as, ¢=ecos (wT) 2— —esinCa-- £2) 
p=sinicostd, k= —sinisind,  A—M 4d- er 0 (19. 76) 
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下 面 将 给 出 消除 e 二 0 问题 的 拖 阵 ar,r)yar, 关 于 同时 消除 e=0 80 i 0 问题 的 矩阵 or n2 / 
加 ,如 有 需要 ,可 仿照 下 面 的 方法 进行 推导 ,或 翻阅 我 们 编写 的 教材 ¢ 人造 地 球 卫星 轨道 理论 》 
第 十 章 。 

OSEE AERE ai QA 的 情况 。 此 时 有 











i 
Ed d a X m 21 (10. 77) 
i jd wow F 
| [7 à G X æ al (10. 78) 
其 中 对 asi HZR RIN fU 
| 
A oM 
> y (10. 79) 
| 
a M 


Ee Hui FE EM? HARSA TEREG. S SRL a AAA E eso KR ER EE E BE 
及 到 变量 转换 , 比较 繁 , 还 是 直接 由 > 和 的 下 述 表 达 式 推导 为 宜 , 即 
r—rcosuP"' -rsinuQ" i 








(10. 80) 
i d At Cien -FCeosu4-£)Q* ] 
其 中 z= 六 To, 单 位 矢量 忌 " 和 总 "的 表达 式 如 下 : 
cost —siniJcos; 
五 "一 |sina | ， Q' —| costicosi (10, 81? 
0 sini l 
由 (10. 80) 式 可 解 出 ; 
1 rsinu . 
P* -——(cosud-£r—— —r 
£P 
Vep (10. 825 
rCOSU 


1 
Q' —— (sinu —pr4 —— 
po PU ub 


(10. 80) 式 表明 ,只 涉及 到 prcosu rsinu cosa sinu 对 £,7 的 候 导 数 , 利 用 第 一 章 给 出 的 关系 式 
(.6DG. 622 ,不 难 导 出 
— Ar--Br, aor (10. 83) 


giu. S 


— Ar Br, a-CHDs (10. 84) 
其 中 





一 工 [- — 
4 一 放 [ a(cosu-4-£) 1 


B=— [atsinu a Loe 
y up 了 1 十 Y1 一 好 


- (cosu +Ê) (sinu + 9cosu) ] 


— (sinu — 7) (ésingt 3cosz) ] 





zy) z (Sinw— 7)] 
(10. 85) 





—dlra(sing—9) — 
C= s [a Gina 7) 7 


D+ zi (cosu +Ë) ] 











7 Talosu+ 2- ie 


D= 1 
V up ri+ vise 
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4 Lem m) LC Gina D C.)sina ED 
B' — cosa [ons 

o= E Loch. Lr eoe e one i dua 
D —— sinu ttg 


(10, 862 
上 述 各 式 中 出 现 的 可 按 第 六 章 (6. 52) — (6. 55) 式 计算 。 


3. 30 /3X 


从 上 一 节 的 讨论 已 经 知道 ,轨道 改进 是 在 线性 化 基础 上 通过 迭代 求解 的 ,而 待 佑 状态 量 是 
以 (一 和 8 这 一 改正 量 形式 出 现 的 ,在 线性 化 过 程 中 已 丢掉 改正 量 的 二 阶 以 上 各 项 ,夫人 代 过 
程 中 改正 量 的 值 又 是 愈 来 您 小 。 因 此 ,相应 的 法 化 矩阵 就 无 需 严 格 计 算 ,c 与 待 佑 状态 量 XE 
括 待 佑 根 数 m 或 m 和 某 些 参数 ,这 里 加 一 点 ) 的 关系 可 以 简化 , 即 略 去 摄 动 小 量 ， 
为 了 说 明 清 楚 起 匈 , 人 很 定 待 佑 状态 量具 有 六 个 轨道 根 数 doioro Dim Mo HATTE 
TEST Z HS TRE US, .那么 ,根据 前 面 各 章 的 介绍 可 知 , 在 上 述 简化 前 提 下 ,只 要 考虑 e( 的 长 期 变 
化 即 可 ,特别 在 涉及 定 轨 缉 段 不 太 长 的 情况 下 , 仅 取 一 阶 长 期 摄 动 项 即 可 ,因此 有 
e=2, 
i-i 
n= +H to) (10. 879) 
w= wHo Eto) 
M= Mo n HM) CG —to) 
m= vna” 

其 中 0 o, M, 即 一 阶 长 期 项 系数 ,它们 都 是 ao ,e615o HRE EI 

R — 0, (a, ei is) | 


ah = th (a5 ren rio) (10. 88) 
l M, — M, (as es sio) 
Bi C10. 87) 式 不 难 给 出 如 下 结果 ， 

1 0 0 00 0 
0 1 0 000 
0 0 1 000 

(z= On Qa Aa 100 (19. 89) 
th, Wg aa 0 1 0 
M, Me Ma 0 0 1 
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mp E T 





其 中 


ad an 
hez’ Qu. d 
- eo. &u 
|u— EE uni — (10. 00) 
(n; d- Mi) aM, aM 
My-— Mi=’ Ma 一 有 





注意 ,上 述 偏 导数 均 是 对 motoi 求 ,各 式 中 出 现 的 areri 亦 均 为 60,66。 
根据 上 面 导 出 的 三 组 基本 关系 武 , 即 可 给 出 对 非 线性 系统 进行 线性 化 时 所 需要 的 也 抵 
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如果 下 也 有 待 改进 的 参数 ,处 理 方法 与 上 类 似 ， 


最 后 说 明 一 点 ,如 果 待 估 状 态 量 中 的 天 体 轨道 根 数 不 用 5 而 改 用 m; 相 应 的 矩阵 ar/aX 
的 形式 不 变 ,只 是 上 述 各 式 中 出 现 的 o, 全 部 改 成 m 即 可 。 
在 第 一 章 1. 7 中 讨论 初 轨 确 定时 , 曾 提 到 在 多 点 ( 指 观测 资料 ?以 及 弧 段 稍 长 情况 下 考虑 
一 些 入 单 的 摄 动 进行 定 轨 的 问题 ,这 从 前 面 的 讨论 可 清楚 地 了 解 这 种 处 理 是 容易 实现 的 ,而 且 
过 程 还 可 以 简化 ,例如 ,由 于 惑 段 不 会 长 ,(10.89) 式 给 出 的 矩阵 | 品 | 即 可 简化 ,显然 可 令 
fuu Dam tss Ma Man] 
M=% 
nT j 
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10.5 轨道 改进 的 基本 过 程 及 有 关 问 题 


1. 轨道 改进 的 基本 过 程 


在 观测 资料 较 多 的 情况 下 ,可 充分 利用 多 资料 的 统计 特性 进行 定 轨 ,下 面 介 绍 这 一 过 程 。 

已 知 一 测量 序列 Y, YY, 和 待 估 状 态 量 X。 的 初 值 Xue Xo 对 应 和 时 刻 , 一 般 有 二 所 
ms。 轨道 改进 的 任务 是 :在 上 述 条 件 下 用 最 小 二 习 估 计 给 出 待 估 状 态 量 XS 的 最 优 估 计 
Xy. 

Bg EEHINOBIAS jp AAMA, HEARRE Y.(1—1,2, 089 RE H 
(X8 tO XX 2b CUI REKATA. [AREE TRITT ERU V 2S BUILT S OPE PER 
变量 可 用 轨道 根 数 a, 也 可 用 坐标 和 速度 r 和 和 分 析 方 法 。 当 用 根 数 外 推 时 (状态 转 称 ), 算 
出 去 时 刻 的 8, 后 即 可 计算 r, 和 :由 F: fll r; 就 可 给 出 观测 量 Y, 的 计算 值 。 第 二 步 即 计算 BE 
FE,B—BCOGQ t0 相应 的 公式 在 上 一 节 忆 全 部 给 出 ,于 是 构成 线性 化 系统 ， 

Y- HRY 4) =B DLX X8 1T V. (10. 95) 
这 也 叫 条 件 方 程 。 第 三 步 是 根据 最 小 二 乘 估计 的 最 优 准 则 得 到 下 述 法 方程 


( 2, Br Ot SOBOU LX X8) 
= 2B ati auo Y — HOO .4)] (10. 96) 


Hop 2 BUB BREER OEO. SIRER RE — RAE TU Qr c e E RR 
方式 进行 ,给 出 解 如 下 


Xy ^- X 2208 DOBY H OG» 4] (10. 97) 
相应 的 残 差 平方 和 为 
voz Dy HU? 40Y FHR? ,0)) (10. 98) 
接着 是 比较 两 次 残 差 平方 和 之 其 ， 如 果 达 到 下 列 要 求 ; 
[UPUD Ix (10. 99) 


Wi xk (ent EREOR XU MARRE ES RE, ERRENTE. 这 里 a0 RR 
体 值 将 根据 实际 需要 和 资料 情况 面 定 ， 有 时 用 雹 方差 o RARATAN, E 
= /U/GXm) (10. 100) 
其 中 六 是 观测 量 Y 的 维 数 ,而 s EAKA REKE sXm 即 观 测 数 据 的 总 数目 。 


2. 轨道 改进 中 的 一 些 问题 


(1) 从 上 一 段 的 基本 过 程 可 以 看 出 ,实际 上 给 出 状态 量 的 最 优 估计 是 一 个 多 变 元 的 这 代 过 
228 


ee 
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程 ,对 待 估 状 态 量 X 的 初 值 攻 wo 是 有 一 定 要 求 的 ,不 过 ,只 要 初 值 谋 差 不 太 大 ,总 是 收 化 的 ,但 
估计 值 总 ,的 精度 将 取决 于 资料 的 测量 精度 和 分 布 状况 。 如 果 初 值 误 莽 大 .资料 也 不 理想 , 影 


_ 响 透 代 收 敛 或 个 值 精度 ,此 时 可 采用 初始 估计 5 如果 有 ?或 固定 某 个 已 知 精度 较 高 .变化 又 小 的 


待 佑 状态 量 的 办 法 来 解决 ,具体 处 理 方法 要 视 有 具体 情况 而 定 。 

(2) 在 资料 不 太 多 的 情况 下 ,错误 资料 将 明显 影响 估 值 精度 .因此 有 必要 把 误差 较 大 的 ‘ 包 
括 “ 错 误 " 的 ) 资 料 吻 除 掉 , 这 类 资料 又 称 野 值 。 通 常 是 根据 统计 特性 ( 即 随 机 差 的 分 布 规律 ) 来 
ATAR JIER j 次 迭代 过 程 中 残 差 大 十 307 的 资料 都 作为 野 值 剔除 ， 这 - 别 除 启 则 具有 
“服从 ”大 多 数 的 特点 ,有 时 并 不 鲍 对 合理 ,因此 ,如 何 噜 除 野 值 问题 仍 需要 进一步 研究 ， 

(3) 距 然 资 料 本 身 具 有 不 同 的 精度 ( 除 野 值 外 ), 那 么 像 简单 最 小 二 屁 估 计 那 梯 , 把 所 有 资 
料 都 按 等 权 处 理 显然 是 不 合理 的 ,因此 就 有 一 个 加 权 问 题 。 前 面 10. 2 中 已 从 理 沦 上 证 明了 最 
优 加 权 的 方式 ,但 在 资料 不 充分 多 ,统计 特性 不 完全 具备 的 情况 下 , 按 随 机 采样 的 方差 来 加 权 ， 
有 时 效果 并 不 好 。 因 此 ,到 目前 为 止 ,处 理 加 权 问 题 时 ,在 很 大 程度 上 还 是 依赖 于 人 们 的 经 验 ， 
如 何 针 对 具体 的 样本 给 以 合理 的 加 权 ( 包 括 理论 上 的 解释 ) ,是 很 值得 研究 的 一 个 课题 , 它 的 解 
闫 对 个 值 精度 的 提高 起 重要 作用 ,至 于 考虑 加 权 后 的 算法 ,只 要 对 .上 一 段 介绍 的 基本 过 程 稍 加 
修改 即行 , 妈 在 相应 的 公式 中 加 进 权 因子 ,这 在 前 面 10. 2 中 已 介绍 过 。 

4) 在 资料 和 待 估 状 态 量 较 过 的 情况 下 , 批 处 理 方法 将 受到 数据 存 贮 量 大 和 法 化 官 阵 求 道 
困难 的 影响 ,如 何 合理 的 将 序 贯 算法 与 批 处 理 方法 结合 起 来 也 是 一 个 值得 探索 的 问题 ， 当 然 ， 
关于 法 化 矩阵 求 道 , 可 以 从 数学 方法 上 去 寻求 解决 的 族 径 。 

(5) 事 实 上 ,动力 模型 和 数学 方法 都 是 在 一 定 程度 上 的 近似 ， 这 将 给 状态 转移 计算 带 来 相 
应 的 误差 ,因此 就 存在 一 个 模型 噪声 问题 。 关 于 状态 方程 加 不 加 模型 噪声 ,这 本 来 是 最 小 二 乘 
估计 与 卡尔 曼 泪 波 的 重要 区 别 ,尽管 最 小 二 乘 估计 中 也 可 以 加 一 模型 噪声 ,但 很 难 给 出 相应 的 


”数学 模型 ,有 待 进一步 探讨 。 


总 之 ,利用 多 资 料 进 行 天 体 的 定 轨 工作 是 一 个 涉及 面 较 广 而 又 极其 重要 的 问题 , 它 椒 仅 可 
提供 精确 的 轨道 ,还 为 进一步 利用 精确 轨道 (如 导航 等 定位 问题 ) 或 在 精确 定 轨 的 同时 测定 菜 


” 些 有 关 的 物理 参数 (如 人 卫 定 轨 中 一 些 地 球 物理 和 高 层 大 气 参 数 的 测定 等 ) 提 供 一 种 不 可 代替 


的 重要 族 么 和 手段 。 
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1 .天文 常数 (Astronomical Constants) 


IAU(1976) 天 文 常数 系统 
单位 ; 米 (m) ,公斤 (kg) 和 秒 (s) 分 别 为 国际 单位 系统 (SI) 中 的 长 度 、 质 量 种 时 间 单 位 。 
定义 常数 (Defining constants): 


1. 高 斯 引力 常数 (Gaussian gravitational constant) k=0. 017 202 098 95 
2. 光速 (Speed of light? © €-7299 792 458m s`! 


初始 常数 (Primary constants? 


3, — KOC 8E ft BS XE TTE IR] CLighr-time for unit distance? 74 —499. 004 782s 
4. 地 球 赤 道 半径 (Equatorial radius for Earth) w=—6378 140m 
5. 地 球形 状 力 学 因子 (Dynamical form-factor for Earth) 
J3—0. 001 082 63 
6. 地 心 引力 常数 Geocentric gravitational constant) GE —3. 986 005 X 10'*m/s * 
7. 引力 常数 (Constant of gravitation) G—6.672X10 "mikg '!s * 
8. 月 球 与 地 球 质 量 比 (Ratio of mass of Moon to that of Earth) p 0.012 300 02 
9. HE 9 2: (General precession in longitude, per Julian centuryy at standard epoch 
2000) p=5029". 0966 
10. 黄 示 交角 (人 ODbjliquity of the ecliptic ,at standard epoch 2000) 
E 一 23?20 21". 448 


推导 常数 (Derived constants) 


11. 章 动 常数 (Constant of nutation ,al standard epoch 2000) N—9". 2025 


12. 一 天 文 单位 的 长 度 (Unit distance) crA 一 4 一 1.495 978 70x 10m 
13, 太阳 视差 (Solar parallax) arcsin(a./ A) —7t5 — 8". 794 148 
14. JG fT2& f Br (Constant of aberration ,for standard epoch 2000) 

&— 20", 40 552 
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15. 地 球 扁 率 (Flattening factor for the Earth) [0.003 352 81—1/298. 257 
16. 日 心 引力 常数 (Heliocentric gravitational constant) 
A/D! «GS —1. 327 124 38X 10? ms? 
17. 太阳 与 地 球 质 量 比 (Ratio of mass of Sun to that of the Earth) 
(GSY/(GE) —S/E—332 946.0 
18. 太阳 与 地 月 系 质量 比 (Ratie of mass of Sun to that of Earth 十 Moon》 
GS/E)/C1-- 00 —328 900.5 


19. 太阳 质量 (Mass of the Sun) (GS) /G—S —1. 9891 X 10" kg 
20. 行星 质量 系统 (System of planetary masses) (太阳 质量 =1) 

Mercury 6 023 600 Jupiter 1 047. 355 

Venus 408 523.5 Saturn 3 498.5 

Earth +Moon 328 900. 5 Uranus 22 869 

Mars 3 098 710 Neptune 19 314 

Pluto 3 000 000 
E ,常用 公式 

1. 球面 三 角 公 式 
正弦 公式 


sin4  sinB sinC 


sina  sinó sinc 











余弦 公式 ， 
cosa —cosbcosc T-sinbsinccos A 
cos A= —cos BcosC --sin BsinCcosa 
sinacos A — cos/sine —sinbcosccos A 
sin Acosé —cosBsinC -sinBcosCcosa 
sinAcos B—cosbsinC — sinBcosccos A 
MERRY JG 
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3. 勒 让 德 多 项 式 P.GO 


P.GD =1 
P, nr 

1 
PG) —3. Ut 
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35 , 15 
P(E Due 
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Pigo =l " 39 ja 15, " -i 
4. SEO DLE STR Pr Cp) 
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P= 
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Pig —15(1— ub)? 
Po — G3, 1,4) - ey 


PK i2 02, 2 byg- 一 pe 
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5, 一 些 函 数 的 平均 值 
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(3) “cosgf =0 (pz2,qzp—1) 
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5 
cosgf 70 (q5) 














a -[——À - 
y c05gqf 一 L/F (q—0,1,2,*) 
一 -一 —e g 
"p /et 二 e. 
(6)cosgf el 《1 十 Y1 一 6) (gq=0,1,2,") 
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cos2 f = 一 一 一 一 一 1 士 2 YL 一 人 
(1 十 w1 一 e d 


cosa — — 5cos2 f 4-3e 

cosaf — 2 (6—e'ycos2 f —9 

cosS f — — 4 (8— 3e')cos2f + (24—5e’) 
cose — 4. (80—48/-- 3e*)cos2 f — 2 (230—182) 
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6. 汉 森 系数 X,"Ce) (n—0,c1.c2,-:.m—09,1,2,7) 


Xii Iso De dna- 2D Gh De 


飞人 一 -tne bnn’ —n— 3e — 
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Xp =i namena 6n? —n4d-22)e! d 


Xit = —ignG! —9n--1De 一 


Xr =i nln ~ 18n -952— 142)e' 


4n lo 
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Xr = Lo 2)e—. (QU — 36 12n-- 2008 — --- 

16 
Xy —— LG In 9e - gc (i 0r 20-1338 16224 
Xp = (n — 15n'--62n— 608 — 


X; — gl (n — 26r" -- 221a —696n-- 625)e* + 


X71— zi n! — n? 13+ 6-160247 
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2 16 
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